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Sinais e Sistemas Discretos

Exemplo

y(n) = 0753:(”) - 078y(n - 1)7



Sinais e Sistemas Discretos

Exemplo

n

1.0000
2.0000
3.0000
4.0000
5.0000
6.0000
7.0000
8.0000

y(n) =0,52(n) —0,8y(n — 1),

x(n)
0.5000
0.5000
0.5000
0.5000
0.5000
0.5000
0.5000
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0.5000

y(n)
1.0000
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2.0085
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2.2483

Amplitude de y(n)
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Sinais Basicos

1) Impulso unitério




Sinais Basicos

1) Impulso unitério

2) Degrau unitério

n>0

1,
u(n) =
() {0, n <0




Representacdo de Sinais como Soma de Impulsos




Resposta de um sistema LIT

o(n) — h(n) <+ Resposta ao impulso

ad(n—k)— ah(n—k) + linearidade e invaridncia no tempo

<+ Soma de convolucdo

= |y(n) = Z z(k)h(n — k) y(n) = xz(n) = h(n)

k=—o00

Obs: Fazendo uma simples troca de varidvel, mostra-se que

y(n)= Y h(k)z(n—k)| —y(n) = h(n)*z(n)

k=—00




Sinal Exponencial: Auto-funcao de Sistema LIT Discreto

z(n) =z y(n)

o—» h(n) >

z=0+jwelC

E mais conveniente usar a forma polar: z = re/?



Sinal Exponencial: Auto-funcao de Sistema LIT Discreto

z(n) = 2" y(n)

o—» h(n) >

z=0+jwelC

E mais conveniente usar a forma polar: z = re/?
Pela soma de convolucio

y(n) = > hk)w(n-k)= > h(k)z"F=2" [ > h(k)z‘k]

k=—0c0 k=—o00 k=—00

H(z)



Sinal Exponencial: Auto-funcao de Sistema LIT Discreto

o—» h(n) >

z=0+jwelC

E mais conveniente usar a forma polar: z = re/?
Pela soma de convolucio

y(n) = > hk)w(n-k)= > h(k)z"F=2" [ > h(k)z‘k]

k=—00 k=—o00 k=—0o0
H(2)
Portanto
2(n) = 2" 2 y(n) = H(2)2" com H(z)= Y h(k):"*
k=—o00

z™ é auto funcdo de qualquer sistema discreto LIT



A Transformada Z

Definicdo

Obs: Quando queremos explicitar que x(n) = x(nT') é o valor
numérico de x(t) para t = nT , a expressdo de X (z) fica

o0
X(z) = Z x(nT)z™™ < o expoente ndo muda para nT'

n=—oo

Pela definicdo, vemos que

H(z)= Y h(n)z™"

n=—oo

E a transformada z da resposta ao impulso do _sistema LIT



Exemplo: z(n) = d(n)

o0

X(z)= Y dmn)z"=1

n—=—oo



Exemplo: z(n) = d(n)

X(z) = Z d(n)z"=1
Exemplo: xz(n) = u(n)
X(z) = Z u(n)z™" = Zz_” = Z(z_l)"
n=—00 n=0 n=0

Este somatério corresponde a soma dos termos de uma progressao
geométrica (PG) de razio 27!



OBS: Soma de N termos de uma PG de razdo ¢:

Sy =a1+as+...+apn, ap = qag_1
1 (1 =gV
P Gk )
1—q




OBS: Soma de N termos de uma PG de razdo ¢:

Sy=a1+az2+...+an, o
SA:M
l—q
o0

Logo, como X (z) = Z(z_l)” D a1 =1q9g=2"

n=0
_ _—-N
X(z)= lim —
( ) Nooo 1 — 271
O limite sé existe se
lim (271" < 00
N—oo

= Devemos ter
|27l <1 ou |z|>1

1

(S



Escrevendo z na forma polar
z=re & |z2|>1=7r>1 (forado circulo de raio unitario)
E a transformada z de x(n) = u(n) é

1 z
T 121 -1 2| > 1

X(2)




Escrevendo z na forma polar
z=re? o

|]z2| >1=r>1 (fora do circulo de raio unitério)
E a transformada z de z(n) = u(n) é

1
X(z) = 1—2z71

, >1
—1 P

O» «F»r « =»

it
-

DA



Escrevendo z na forma polar
z=re & |z2|>1=7r>1 (forado circulo de raio unitario)
E a transformada z de x(n) = u(n) é
1

z
X(z):l_z_1 =7 |z| > 1

As R.C. de trans-
formadas z polino-
miais sdo determi-
nadas por circun-
feréncias no plano z.
RC's s3o internas ou
externas a essas cir-
cunferéncias




Regime Permanente Senoidal
Sinais continuos



Regime Permanente Senoidal
Sinais continuos

Sinais discretos

para |z| =7 =1

z(n) = elon — cos(wn) + jsen(wn) < Sinal senoidal




Regime Permanente Senoidal
Sinais continuos

Sinais discretos

para [z| =r =1

z(n) = elon — cos(wn) + jsen(wn) < Sinal senoidal

OBS:
» wn tem unidade de radianos porque n é adimensional

» Logo, w tem unidade de rad
= Frequéncia discreta é, de fato, um angulo!

» z(n) = /“" é periédica em w (periodo 27)



E quanto a periodicidade em “n"?
Considere w = wy fixa

Para z(n) periddica com periodo Ny, devemos ter
z(n+ No) = z(n), Vn

Assim, devemos ter

:L'(n + NO) — ejwo(n-i-No) — dwon gjwoNo _ gjwon



E quanto a periodicidade em “n"?
Considere w = wyq fixa

Para z(n) periédica com periodo Ny, devemos ter
z(n+ No) = z(n), Vn
Assim, devemos ter

:L'(n + NO) _ ejwo(n-i-No) — gJwon ejwoNo — ejwon

= Condicdo para periodicidade: e/“0No =1  ou wyNy =2k~

wo _ k-
27T_N0

w :
Como NgekeZ, w 2—0 deve ser racional
T

= Nem sempre cos(won) é periédico em n!!!



A Transformada de Fourier para Sinais Discretos

Caso continuo: z(t) - X(s), se€ R.C.
Transf. de Fourier: X (jw) = X(8)|s=jw . Re{s} =0¢€ R.C.

-~

Regime permanente senoidal



A Transformada de Fourier para Sinais Discretos

Caso continuo: z(t) - X(s), se€ R.C.
Transf. de Fourier: X (jw) = X(8)|s=jw . Re{s} =0¢€ R.C.

-~

Regime permanente senoidal

Caso discreto: z(n) — X(z), 2z € R.C.
Reg. Perm. Senoidal: z = e/*

= Transf. de Fourier: X (/) = X(2)|,—jv, |2|=1€ R.C.



A Transformada de Fourier para Sinais Discretos

Caso continuo: z(t) — X(s), se€ R.C.
Transf. de Fourier: X (jw) = X(8)|s=jw . Re{s} =0¢e R.C.

-~

Regime permanente senoidal

Caso discreto: z(n) — X(z), 2z € R.C.

Reg. Perm. Senoidal: z = e/*

= Transf. de Fourier: X (/) = X(2)|,—jv, |2|=1€ R.C.
. o .
= | X () = Z x(n) e 7*" | < Transf. de Fourier de x(n)
n=-—00

» X (e/*) = transformada z calculada no “circulo unitario”

» X (e/*) é funcdo de e/¥ > Periddica com periodo 27 em w



Exemplo: z(n) =a"u(n), a€R

o0 [ee] o0
X(z) = Z a"u(n)z " = a"z " = Z(a 2~ hn
n=-—oo n=0 n=0
= Soma dos termos de uma PG de razio az~!
1—(az"H)N
X(z)= lim —————
(2) Novso 1 — a1
RC. = |az7!| = ﬁ: <1l=|lz] > |qa]
z
1 z
X(z) = = >
()= =2 > a







1 z
X(z) = =
(2) 1—az"! 2z-a’ [z > lal

» Para a = ay, tal que |a1| < 1,

= |2l =1€ RC. = X (%) = X(2)|._uso

. 1
= | X)) = e




1 z
X(z) = =
(2) 1—az"! 2z-a’ [z > lal

» Para a = ay, tal que |a1| < 1,

= |2l =1€ RC. = X (%) = X(2)|._uso

. 1
= | X)) = e

» Para a = ag, tal que |ag| > 1,

= |zl =1¢ R.C. = X (/) # X (2)],—piw



[\

Magnitude

1 By

—2m - T 2m —or -
w (rad)

Em w = 0 a magnitude vale 1/(1 — a;) = 2.
> a1 > 0: mais energia em baixas frequéncias

» a1 < 0: mais energia em altas frequéncias



A Transformada z Inversa

» A expressdo da Transformada z inversa corresponde a uma
integral em um contorno fechado no plano complexo z

1

X n—1
27?] ()" dz

> Esta integral pode ser calculada usando o teorema dos
residuos (Cauchy)

x(n) = residuos de X (z)z" ! nos polos finitos dentro de C'
OBS:

) O contorno C deve estar na R.C. da transformada
b) C deve ser percorrido no sentido anti-horario para n > 0
c) C deve ser percorrido no sentido hordrio para n < 0



» Para X (z) racional em z, a transformada inversa pode ser
determinada usando expansdo em fracGes parciais e uma
tabela de transformadas z

A @ polos de X(z)

N
Pk
X(z) = E——
) ; 1=zt pr :  residuos de \j

Para sinais causais e polos simples

N
2(n) = 3 pr A u(n)
k=1




Exemplo: Seja z(n) causal com

zZ(z 271 271
X(2) = (z+2) 1+2 N(z™)

(2—02)(z4+0.6) (1-0.22"1)(1+0.62"1)  D(z1)

Obs: Para expandirmos em fragdes parciais: °D(z~!) > °N(z71)

B A N B
C1-02271 1406271

X(z)

_ 142271
A=X 1—0.2271 = = 2.
(2)( 0.2:7) 1+0.6z71 2.75
z—1=5 z—1=5
142271
B=X 1 6271 el - 1.
(2)(1+0.627") 00 1.75




2.75 1.75

X(z) = —

()= 1=02:7 " 1T506:1
1

como a"u(n) — 1—7(“/‘:_1 ’Z| > ’(l|

x(n) =2.75(0.2)"u(n) — 1.75 (—0.6)"u(n)
- [2.75 (0.2)" — 1.75 (—0.6)" | u(n)




Usando o teorema dos residuos

2"z +2)
(z—=0.2)(z+0.6)

X ()" = + fungdo de n

» Polos finitos de X (2)2""1: 21 =02e 2z =—-0.6
» Como z(n) é causal (=0 paran <0), a R.C. é|z| > 0.6

= Para n > 0, C deve envolver os 2 polos finitos z; e 2z



Usando o teorema dos residuos

2"(z+2)
(z—=0.2)(z+0.6)

X ()" = + fungdo de n
» Polos finitos de X (2)2""1: 21 =02e 2z =—-0.6
» Como z(n) é causal (=0 paran <0), a R.C. é|z| > 0.6

= Para n > 0, C deve envolver os 2 polos finitos z; e 2z
Residuo de z1 — K3

2"(z+2)

K1 = X(z)z”_l(z — 0.2)‘2’:0.2 = m

2=0.2

0.2)7(2.2
Ky = (z)é) =275(02)" , n>0



Residuo de z9 — K>

_ "(z+2)
Ko = X(2)2"" (2 +0. _ At
2 (2)2"" (24 0.6) 03
z=-0.6 z=-0.6
—-0.6)"(1.4
Ky = ()08() =-1.75(-0.6)" , n>0

Para n < 0 o contorno C' n3o conterd qualquer polo

o z(n) =0 paran <0

Somando os residuos

x(n) = 12.75(0.2)" — 1.75(—=0.6)" | u(n)




22 (182 —5
Exemplo: z(n) causal e X(z) = M
22— Tz

Localizagao dos pdlos: p1 = % D2 =

W=

Localizagao dos zeros: z1 =0 23 = %

Re-escrevendo X (z)

2x18 2(z— % 2(z — 2%
X(z) =" 2(7 18)1:3 <1 18)1
12022 — 52+ 13 (z—3)(z— g



Expandindo 22 (para X (z) expresso em poténcias positivas de z)

X(z)  3z—1x) 2 Lt
2 (a-gz—3) z—3 z—g
2 2 1
= X(2)= 4+ — = +—

Tarefa:

Resolva o mesmo problema expressando X (z) como fungdo de 2!



Transformada de Fourier Inversa

[e.e]

X(ejw): Z x(n)e_j“m

n=—00
» X (e/*) é uma fungdo continua em w
> X(e?¥) é uma fungdo periédica em w com periodo 27

= Freq. fundamental wy = 27/27 =1



Transformada de Fourier Inversa

[e.e]

X(e®)= Y a(n)e " (A)

n=—oo

» X (e/*) é uma fungdo continua em w
> X(e?¥) é uma fungdo periédica em w com periodo 27

= Freq. fundamental wy = 27/27 =1

= X (%) pode ser representada por série de Fourier “em w"

X(@) = 3 apet (B)
k=—o00
1 jw kw
ar = — [ X(e*)e 7™ dw



[e.9]

X()= Y w(n)e (A)
X (/%) Z ape’t (B)
k=—00

» Por simetria (—oo < k < 00), podemos escrever (B) como

X(e®)= > a_pe ™ Q)



[e.9]

X()= Y w(n)e (A)

n=—oo

X (/%) Z ape’t (B)

k=—o00

» Por simetria (—oo < k < 00), podemos escrever (B) como

X(e®)= > a_pe ™ Q)

» Comparando (A) e (C) vemos que

2(n) = a—l,_,

1 o
= |z(n) = o X(e??) " dw




Propriedades da Transformada z

Linearidade



Propriedades da Transformada z

Linearidade

z1(n) <+  Xi(z

2(n)
azri(n)+ pra(n) < aXi(z)+ Xa(z)

3

T

b

[N}
g\_/

Deslocamento no tempo

z(n) <+  X(2)

x(n—mng) <+ 2z "X(2)



Convolucao

— Xl(z)
<~ XQ(Z)

x1(n)

xa(n)

< Xl(Z)XQ(Z)

x1(n) * xo(n)



Convolucao

zi(n) < Xi(z)
xa(n) <+ Xa(z)
z1(n)xxa(n) <+ Xi(2)X2(2)

Teorema do valor inicial
Se xz(n)=0 para n<0,

z(0) = lim X (z)

Z—00



Convolucao

zi(n) < Xi(z)
xa(n) <+ Xa(z)
z1(n)xxa(n) <+ Xi(2)X2(2)

Teorema do valor inicial
Se xz(n)=0 para n<0,

z(0) = lim X (z)

Z—r00
Teorema do valor final
Se (z — 1)X (=) é analitica fora do circulo de raio unitario,

lim z(n) = lim(z — 1) X (z)

n—0o00 z—1



Transformada z Unilateral

Definicao:

Xu(z) = Z z(n)z "
n=0

Propriedade do deslocamento no tempo
z(n) <+ Xu(2)

zn—1) <« 21X, (2)+z(-1)
z(n—2) & 272X (2)+ 27 ta(—1) + 2(-2)

z(n—mng) < 20X, (2)+ 20 e (=1) 4+ 4 z(—ng)



Demonstrac3o:

Definindo  y(n) = x(n —1)

Yu(z) = Zy(n)zfn = Zx(n —1)z™"
n=0 n=0

Yu(z) =2(=1)+ Y x(n—1)z""
n=1

=z(—-1)+ Z z(n)z~ ("D (troca de varidvel)
n=0



Exemplo: Sistema causal - entrada z(n) e saida y(n)

Determine y(n) sabendo que

() — 5y(n —1) = o(n)

com

WD =1 e atw = (5)

Aplicando a transformada z unilateral a equacao

Vul2) = 5 [Vl + 0] = Xu(2)

Ya(2) (1 - ;w) = Xu(2) + 3(-1)
1o(—

Y (z) = 1_1;’2_1)(”(,2) + 15”_‘1/(;;_)1

N—_——

Resp. ao estado zero Resposta a entrada zero



Observacoes

1) H(z)= 11 — Funcdo de transferéncia
1-3z Transformada z de h(n)
2) 5= 1 Polo da fungdo de transferéncia
3 Frequéncia natural do sistema

3) z! + :(1) u(n) = MOd.O natural
1— 3271 3 do sistema

4) H(e™%) = b N Resposta em frequéncia
do sistema



Continuando o exemplo ...

1 3y(—1)
Y (2) = — lz—lX“(z) - 13_ g
3 3
1\" 1 1
v =(5) W - X = o B>
y(=1) =1
1 1
Ya(z) = 3
= - 1oL



1 1

Y.(z) = + 3

u(®) (1-dN1 -3 1-1
Expandindo em fracdes parciais

1 -2 3

= +
(1-32zH1-321) 1-121 1-3

y(n) = —2 (;)nu(n) 43 <;)nu(n) + % (;)nu(n)

Resp. ao estado zero Resposta a entrada zero

y(n) = —g@)nu(n) + 3<;>nu(n)

Resposta natural Resposta forcada

(apenas modos do sistema) (apenas modos de excitaggo)



Relacdo Entre a Transformada z e a Transformada de
Laplace
Relac3o entre:

» Transformada de Laplace de um sinal amostrado
» Transformada z do sinal discreto correspondente

Transformada de Laplace do sinal amostrado por impulsos

oo oo

¥ (t) = Z z(t)o(t —nT) = Z x(nT)o(t —nT)

n=—oo n=—oo

e}

X*(s) = Z z(nT)e 5T

n=—0oo




Relacdo Entre a Transformada z e a Transformada de
Laplace
Relac3o entre:

» Transformada de Laplace de um sinal amostrado
» Transformada z do sinal discreto correspondente

Transformada de Laplace do sinal amostrado por impulsos

oo oo

¥ (t) = Z z(t)o(t —nT) = Z x(nT)o(t —nT)
X*(s) = Z z(nT)e 5T

Transformada z da sequéncia x(n) = z(nT)

o0

X(z) = Z x(nT)z™"

n=—0oo




X(z) = Z x(nT)z""

n=—oo

Comparando as duas expressoes




Relacdo Entre Espectros de Frequéncia
(Transformadas de Fourier)

Sinal continuo amostrado por impulsos

o0
X*(jw) = Z z(nT)e @I (). : freq. caso continuo

n=—oo

Sinal discreto z(n) obtido de z(nT)

o0
X(e) = Z x(nT)e @™, : freq. caso discreto

n=—oo



o0 o0

X*(jw): Z x(nT)efjwch X(ejw): Z x(nT)efjwdn

n=—oo n=—oo

Comparando as expressoes
O espectro da sequéncia discreta é o mesmo do sinal amostrado

por impulsos, a menos de uma normaliza¢ao no eixo das
frequéncias:




o0 o0

X*(_]w): Z SU(nT)efijnT X(ejw): Z x(nT)B*jwdn

n=—oo n=—oo

Comparando as expressoes
O espectro da sequéncia discreta é o mesmo do sinal amostrado
por impulsos, a menos de uma normaliza¢ao no eixo das

frequéncias:

Efeito da normalizacdo
we=0—>wyg=0
A freq. de amostragem em rad/s
we = 2% — wg =27 é sempre mapeada em wyg = 27
rad
1 A freq. de amostragem em H, é
Je= T =7 fa=1 - .
sempre mapeada em f; = 1 ciclo



Determinacao da Transf. z a Partir da Transf. de Laplace

Objetivo:
Determinar Xy(z) a partir de X.(s) quando z4(n) = z.(nT)

Procedimento conceitual

1) Dado X (s) podemos obter x.(t) pela transformada inversa
de Laplace

2) Dado z.(t) amostramos o sinal para t = nT

3) Dado z.(nT) = x4(n), calculamos a sua transformada z



Procedimento pratico - X.(s) fun¢do racional em s

1) Expandimos X.(s) em fragdes parciais

Ny N: Nimeros de polos
XC(S):Z k pr: Polosk=1,...,N
k=1

S$— Pk Ajg: Residuos k=1,..., N

N
= |ze(t) = D Ape’ u(t)
k=—1




2) Amostramos x.(t) em t = nT" e fazemos
zqg(n) = xc(nT)
N

x(nT) = Z Ay, Py (nT)
k=1

N
xq(n) = Z Ay, Py (nT) Obs: u(nT)=wu(n) VT >0
k=1




3) Determinamos X (z)
Escrevendo
PRI y(n) = afu(n) com ay = ePT
Temos
1 1

Z{eka" u(n)} P Rl gy o |2 > |ePT]

Obs: Note que cada polo p; de X.(s) é mapeado em um polo

e’ de X4(z), de acordo com o mapeamento |z = 7



Exemplo

1
X(s)=———, Re{s}>-1
(s) (s+1)(s+2) {s}
Expandindo em fragdes parciais
1 1 =-1
Xc(s) = - polos n
s+1 s+2 Py = —2
1 1
2| > e T

Xa(z) = 1—e T 1 1—¢e2T -1

z z _
= T =, g—2T 2| > e

T




Exemplo

1
B

Expandindo em fragdes parciais

Re{s} > —1

1 1 n 1
(s+1)2 s+1 s+2

Xc(s) =

1
Como transformar W para o dominio z 7
s
1 v,
Xc1(5) = (8+1)2 te tu(t) = xc1(t)

Fazendo t = nT (amostragem)

zq,(n) =nT e " u(nT) = T [na" u(n)], com a =e T



Como .
z az~
nau(n) <2 G g, Jel >l
Te 1271 Te T _7
Xq,(2) = (1—eT21)2 = (z — e T)2’ 2| > e

Assim

Te Tzl 1 1
Xo(z) = 2] > e




Exemplo: Polos complexo-conjugados

¢ (s=p)(s—p*) |p'=a—jp
Xo(s) = SKlp + B k= a0
— T,
K K*
Xa(2) : L

1 —epT 1 1 —epT -

K (1—eP T )+ Ky (1—ePT 27l
(1 —er'T2=1)(1 —er'T 21

Substituindo as expressdes de p e K1, e simplificando

QA[COSG — T cos(BT — 0) 21

X =
a(?) 1—2eT cos(BT) 2=t 4 e2aT =2




Sistemas Amostrados

» Vdrios sistemas praticos envolvem sinais e subsistemas
continuos no tempo e utilizam técnicas de processamento por
sistemas discretos

» Em um mesmo sistema podem haver subsistemas continuos e
discretos, assim como sinais continuos, amostrados e discretos

» Problema: como unificar o tratamento matematico no estudo
destes sistemas hibridos?

» Como sinais discretos ndo sdo sequer definidos entre os
instantes de amostragem, um tratamento unificado permitira
apenas o estudo nos instantes de amostragem

» Podemos determinar as propriedades de um sistema discreto
equivalente, cujo comportamento corresponderd ao do sistema
original nos instantes de amostragem

» Este sistema equivalente poderd ser estudado usando a
transformada z



Sistema amostrado bdsico

Amostrador ideal por impulsos

DQ<—> G(s) e

Sistema continuo

Objetivo: Determinar a saida y(t) nos instantes de amostragem

t=nT ,neZ
2t (t) = f: 2(KT) 8(t — kT)
k=—o00






[e9]

y(t)= 3 (kD) g(t - kT)

k=—o0

Amostrando y(t) em t = nT

y(nT)

(e}

> a(kT) g(nT — kT)

k=—o00

Convolucio discreta
z(nT) * g(nT') com
g(nT) = g(t)|t=nr



Conclusao:

» No dominio da transformada z
2(nT) +2— X(2)

g(nT) +Z G(2)

= ynT) «25 Y (2) = X(2) G(2)



Conclusao:

» No dominio da transformada z
2(nT) +2— X(2)

g(nT) +Z G(2)

= ynT) «25 Y (2) = X(2) G(2)

» No dominio da transformada de Laplace

2 (1) S X*(s)

g(t) = G(s)

= y(t) <25 Y(s) = X*(s) G(s)



» Dizemos ent3o que

Y(z) = X(2)G(z)

E a representacdo equivalente, no dominio z, de

Notacdo:

Y(z) = Z{X*(s) G(s)} = X(2)G(2)

» Como G(z) é a transformada z de g(t)|;=nr podemos
determinar G(z) a partir de G(s) usando o procedimento
usado anteriormente



1
(s+1)(s+2)
determine a expressdo das amostras y(n1") do sinal de saida do
sistema abaixo

Exemplo: Dado que z(t) = 2e * u(t) e G(s) =




1
(s+1)(s+2)
determine a expressdo das amostras y(n1") do sinal de saida do
sistema abaixo

Exemplo: Dado que z(t) = 2e * u(t) e G(s) =

Determinagdo de X(z) :

z(nT) = 2e 4Ty (nT)
= 2(e~ )" y(nT)

= 2a" u(nT), a=e T

Calculando a transformada z de z(n) = 2a™ u(n),

2 _
X =] e




Determinagdo de G(z) :

Expandindo G(s) em fragBes parciais,

Polo ems = —2 : residuo = —1

1 1 Polo ems = —1 : residuo = 1
s+1 s+2

Aplicando o procedimento de obtenc¢do de G(z) a partir de G(s),

1 1 (7T —e2T) =1

G(z) = l_e T, 1 1_e2T 1 (1—e Tz 1)(1—e2T 1)




2(€—T _ 6—2T) Z—l
S (I—e Tz 1) (1 —e 2T 271)(1 — e 4T 27 1)

Expandindo Y (z) em fragdes parciais

A B C

Y(z) = 1—eT21 + 1—e 2T 21 * 1—e 4T 21

com

2 -2 2(e3T — 2T

—  B=—-_ ¢
1— ¢ 87 —— (1= &3 T)(1 — eT)



A B cC
S l—e Tl ] e 2T -1 ] — AT -1

Y(z)

Determinando a transformada inversa

y(nT) = [A(e_T)" + B(e_2T)” + C(e_4T)”] u(nT)
= [A(e_l)"T + B(e_2)”T + 0(6_4)”T] u(nT)

Obs: sequéncia discreta y(n)

y(n) = [AT)" + B )"+ C(eT)"] u(n)



Subsistemas Bdasicos

o — G(s) L . {Y(Z) = Z{y(nT)}
x(t) x*(t) yt) S Y(s)=X*(s)G(s)
z(nT) Y(z) = Z{X*(s)G(s)} = X(2)G(2)
N (o) . {Y(s = X(s)G(s)
a(t) y(t) Y(z) = 2{X(s) G(s)}
# X(2)G(2)

21(t)

O_\ y(t) g*(t) ; xi(t) + z5(1)
y(nT) = x1(nT) 4+ xo(nT)

) Y(2) = X1(z) + Xa(2)



Exemplo: Sistema amostrado realimentado

Objetivo: Determinar a fun¢do transferéncia Y (z)/X (z) do
sistema discreto equivalente

{Y(S) = E*(s)G(s) Equagbes basicas do
E(s) = X(s) — H(s)Y(s) sistema



a) Y(2) = 2{Y(s)} = Z{E"(s) G(s)} = E(2) G(2)
b) E(z) = Z{X(s) - H(s)Y(s)} = Z{X(s) = E*(s) G(s) H(s)}
(

éE() X(2) = Z{E"(s) G(s) H(s)}

) -
X(2) - E(2)2{G(s) H(s)}



Resolvendo para E(z),

1
B = zem aes)

Substituindo na expressdo de Y (z)

X(2)

B G(2)
YE) =1 Zzemaer @

Funcgdo de transferéncia




Sistemas usando S/H

» Sistemas reais empregam amostradores/seguradores ao invés
de amostradores por impulso

» No estudo desses sistemas devemos incluir a fung¢do de
transferéncia do segurador quando a saida do amostrador é
usada como entrada de um sistema continuo

» Quando a saida do amostrador é aplicada a entrada de um
sistema discreto, podemos modelar o amostrador como ideal
(por impulsos), assumindo o projeto correto da conversido
continuo/discreto



De volta ao sistema bdasico

Fr |
1 |
o—?{—i—» G(s) pP———»
z(t) .
Ot i 70
/ Amostrador .
/ por . Modelagem matematica
/ pulsos AN
ojg*—> H.(s) > G(s) p—
(t) z*(t) y(t)
Amostrador - "
_ por TN
impulsos Sistema segurador fica incorporado

ao sistema continuo

Fungéo de transferéncia H,(s)G(s)

1 _ e—ST

H-(s) .



Determinacao do sistema discreto equivalente

» No caso em questdo, devemos determinar

2 ()6} = 2 {1 - ) O

S

Porque

Y(z) = X(2) 2{H:(s) G(s)}



2 (9660 =2 {0 - O

G(s)

» Sejam F(s) =
s




2 (9660 =2 {0 - O

S

G(s)

» Sejam F(s) =
s

e H(s)=(1—-e*)F(s)
Considerando sinais e sistemas causais podemos escrever

F(s) <5 A ()

e—sTF(S) <£—_1> fl(t_T)U(t—T)



2 (9660 =2 {0 - O

S

G(s)

S

» Sejam F(s) = e H(s)=(1—-e*)F(s)
Considerando sinais e sistemas causais podemos escrever

F(s) <5 A ()

e T F(s )(—)fl(t—T) u(t — )

Vamos estudar separadamente dois casos:
a)t=T
by0<7<T



Casoa: 7=T
Neste caso, o atraso introduzido pelo segurador é exatamente um
periodo de amostragem. Assim,

H(s) = (1—eT) F(s) ¢5 f(t) — f(t — T) = h(t)



Casoa: 7=T
Neste caso, o atraso introduzido pelo segurador é exatamente um
periodo de amostragem. Assim,

H(s) = (1— e ) F(s) << f(t) — f(t —T) = h(?)
Amostrando h(t) em t =nT

h(nT) = f(nT) — f(nT —T)



Casoa: 7=T
Neste caso, o atraso introduzido pelo segurador é exatamente um
periodo de amostragem. Assim,

H(s) = (1— e ) F(s) << f(t) — f(t —T) = h(?)
Amostrando h(t) em t =nT

h(nT) = f(nT) — f(nT —T)

Usando a propriedade do deslocamento da transformada z

H(z)= (121 F(2) = (1-27")2{F(s)}



Casoa: 7=T
Neste caso, o atraso introduzido pelo segurador é exatamente um
periodo de amostragem. Assim,

H(s) = (1— e ) F(s) << f(t) — f(t —T) = h(?)
Amostrando h(t) em t =nT

h(nT) = f(nT) — f(nT —T)

Usando a propriedade do deslocamento da transformada z

H(z)= (121 F(2) = (1-27")2{F(s)}

H(z) = (1_21)2{6‘(3)}

S




Casob: 7 < T

Neste caso o atraso introduzido pelo segurador é uma fracdo do
periodo de amostragem. Assim,

h(t) = f(t) = f(t—7)

= [h(t) = A ult) — it —7)ult—7)]

O valor de h(t) nos instantes de amostragem ¢t = nT serd

h(nT) = fr(nT)u(nT) — fi(nT — 1) u(nT — 1)



h(nT) = fi(nT)u(nT) — f1(nT —1)u(nT — 1)

Como 7 < T precisamos considerar com cuidado o comportamento
de u(nT — )

1, n”T—7>0 ou n>r71/T

0, nT—7<0 ou n<r7/T

u(nT — 1) = {



h(nT) = fi(nT)u(nT) — f1(nT —1)u(nT — 1)

Como 7 < T precisamos considerar com cuidado o comportamento
de u(nT — )

u(nT — 1) = {

1, n”T—7>0 ou n>r71/T
0, nT—7<0 ou n<r7/T

ComoneZ,0<7<Ter/T <1, u(nT)— T corresponderd a
sequéncia discreta @(n) tal que

a(n):{l’”zl = [i(n) = u(n — 1)]

0,n<1



h(nT) = fi(nT)u(nT) — f1(nT —1)u(nT — 1)

Como 7 < T precisamos considerar com cuidado o comportamento
de u(nT — )

1, n”T—7>0 ou n>r71/T

0, nTT—7<0 ou n<7/T

u(nT — 1) = {

ComoneZ,0<7<Ter/T <1, u(nT)— T corresponderd a
sequéncia discreta @(n) tal que

a(n):{l’”zl = [i(n) = u(n — 1)]

0,n<1
Assim, a sequéncia discreta h(nT') sera

(h(n) = fi(nT) u(n) — fi(nT = 7)u(n —1)|

Com esta expressdo podemos determinar H(z) aplicando a
transformada z a h(n)




Exemplo: No sistema abaixo, determine a func3o de transferéncia

Y (z)/X(2) equivalente no dominio z

z(?) y(t)

S/H

— >  G(s) P—>

(1)

1
Gls) = s+1
Aplicando o modelo matematico do S/H
T
o—/’\l—> H.(s) > G(s) >
x(t) " (t) y(t)







= h(t)=(1—e") u(t) - [1 — e*(t*T)} u(t — 1)

Fazendo t = nT

h(nT) = (1 —e " )yu(nT) — [1 — e*(”T*T)] u(nT — )



= h(t)=(1—e") u(t) - [1 — e*(t*T)} u(t — 1)

Fazendo t = nT

h(nT) = (1 —e " )yu(nT) — [1 — e*(”T*T)] u(nT — )

A sequéncia discreta equivalente serd entdo

h(n) = [1 - (e_T)"] u(n) — [1- eT(e_T)”] u(n —1)



h(n) = [1— (e )" u(n) — [1—e"(e )" u(n — 1)
Calculando a transformada z

1 1
1—z71 1—eTz1

[1 — (e_T)”] u(n) 2,

=z 1 6(7'7T)

—T\n+1
[1 —e(e )" ] u(n) = T S e

= 2_1 e(T—T) 271

= [1 — eT(efT)"] uln —1) = T R



Finalmente,

I 1 1 21 e(T=T) -1
(2) = 1—z1 1—eTy1 141" 1Tyl
1 —elm=T) 41 [e(T_T) —e 1] 27!
H(z)=1- 1—eTz1 1—eTz1




Observacdes:
No caso de 7 = T teriamos

1 1 1
Fs) = &) _ =
s s(s+1) s s+1
1 1
Fz) = 1—z1 1—eTz1

_ 1—2z2" (l—e_T)zl
_ 1 _ _
H(z)=(1-=z2 )F(Z)_l_l—e—Tz—l T 1
Note que

lim H =H

g H:)| = HE)|




Exemplo: Determine y(nT') com T = 1s no sistema abaixo para

z(nT) =u(nT) e G(s) = s(sil)

o—> TZHT > G(s)

Sistema Equivalente

a(t) et) T
o — e o o S
> e ()

{Y(s) = E*(s) Hr(s) G(s) Equagdes basicas do

\ A2

E(s) = E(s) = X(s) = Y(s) sistema






Substituindo E(z) na Expressdo de Y (z)

 E{H(5)C(s))
Y& = T S () G

Precisamos ent3ao determinar

X(z)

Z{Hr(s)G(s)} = 2 {(1 — T Gis) }
G(s)

o

=(1-zYHz {

com




G(s) 1 111
F(s) = = - _Z
(5) s 2(s+1) 2 S+8+1

Aplicando a transformada inversa

Para t =nT

f(nT) = nTu(nT) —u(nT) + e "L u(nT) = (nT — 1+ e ")u(nT)

A sequéncia discreta sera

f(n) = (nT — 1+ e )u(n) = Tlnu(n)] — u(n) + (e")"u(n)

Aplicando a transformada z

T (1—z 12 1zt * 1—e Tzt

F(2) =2 { G(s)} Tz71 1 1

S



Simplificando

(T—1)+e Tz 4+ [1 — (T +1)eT]272
(1—2z"1201—e Tz 1)

F(z) =
Assim
Z{Hp(s)G(s)} = (1 — 27 )F(2) efazendo T =1s

etz b (1 —2e 122

Z{HT(S) G(S)} = (1 — Z_1>(1 1 2_1)

Finalmente

Y(z) etz by (1—2e1)22

X(z) 1—z1l4(1-el)z!

Func3do de transferéncia do sistema discreto equivalente



1

Como z(nT') = u(nT) — X(z) = 1— 2

—1 €

etz b4 (1—2e71)272
(I—zHl—z"14+(1—e1)27Y

Y(z)=

A expressdo de y(nT') é a transformada inversa de Y (z)



