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A Transformada de Fourier
Definicao
X(w) = / r(t)edt, weR

— 00

Relagdo com a transformada de Laplace

o0
X(s) = / z(t)e Stdt, s=o0+ jw

—00

L{x(t)} = Fla(t)e "'}

Fle)} = L{zO)}s=jw = X(8)]s=jw = X (jw)

F{z(t)} sé pode ser calculada pela definigao
quando s = jw € a RC de X(s)




Condi¢do suficiente para convergéncia de X (jw)

o0
/ |z(t)|dt < 0o (x(t) é absolutamente integravel)

— 00

OBS:
Existem funcbes ndo absolutamente integrdveis para as quais
podemos encontrar a expressdo de X (jw)



Transformada inversa

Resultados necessarios da teoria das distribuicdes

/¢ 5(t — 7)dr = 6(t)

/ e¥tdw = 2m8(t)



Transformada inversa

X(jw) = /OO z(7) e 9T dr

—0o0

(x ) X (jw)elt = ej“’t/ x(1) e dr

—00

/ X(jw) ej“’tdw:/ ej‘”t/ z(7) e 9T dr dw

Trocando a ordem de integracao

/ X (jw) eIt dw:/ x(T) {/ ej“(tT)dw] dr

2w 6(t—7)

1 [ ;
= |z(t) = 27r/ X (jw)e*tdw




Observacoes
1 [ -
x(t) = o /_OOX(jw)eJ“’tdw

> Representa¢do de x(t) como uma soma infinita de
exponenciais complexas

[X(jw);] eIt Exponenciais com energias infinitesimais

™

» X (jw) tem interpretacdo de espectro em frequéncia de
x(t) — mostra como a energia de x(t) estd distribuida “em
frequéncia”

> X(jw) = X (jw)]e?x )

A representacdo espectral de z(t) é normalmente expressa em
médulo e fase



Exemplo

X(s) = e Re{s} > —a = s=jwe RC
s+a
= X(jw) = L 0@ gy (w) = —tan™! (—)
T jore T Vo v X
. a(t) = e u(t) a=2 w(t)=e"u(t); a=2
gEE== === pEER
0.35 Ox () \
i 0
02 [T\
0.15 / \ \
0.1 71 \
0.05/ )




Propriedades

Linearidade: Se

:L’Z(t) 4 Xl(ju.)) i=1,2,....N

Entao
N

N
Z a; x;(t) < Z a; X;(jw)
i=1

=1

Deslocamento no tempo

z(t) < X(jw)

y(t) = z(t — ty) < Y(jw) = e 7*" X (jw)

» Deslocamento no tempo afeta apenas a fase de X (jw)

» Atraso linear de fase corresponde a atraso constante no tempo



Simetria

z(t) < X(jw)

z¥(t) < X*(—jw)



Simetria
z(t) > X(jw)
z¥(t) < X*(—jw)
Consequéncias:

Se x(t) é real — x*(t) = ()

:>‘X(—jw) = X*(jw) para z(t) real‘




X(—jw) = X*(jw) para z(t) real

» Expressando X (jw) como
X(jw) = Re{ X (jw)} + j Im{X (jw)}

Re{X(—jw)} = Re{X(jw)} = Re {X(jw)} € par
Im{X(—jw)} = —Im{X(jw)} = Im{X (jw)} é impar




X(—jw) = X*(jw) para z(t) real

» Expressando X (jw) como
X(jw) = Re{X(jw)} +J Im{X (jw)}

Re {X(—jw)} = Re {X(ju)} = Re (X (ju)} € par
Im{X(—jw)} = —Im{X(jw)} = Im{X (jw)} é impar

» Expressando X (jw) como
X (jw) = | X (juw)| /X )

(X (—jw)| = [X(w)| = [X(jw)|€ par
Ox(—w) = —0x(w) = 0Ox(w)é impar




Diferenciacdo no tempo
z(t) < X(jw)

o) =20 v (o) = ju X ()

Escalonamento no tempo

z(t) < X(jw)



Consequéncias:

a) Contragdo no tempo <> Expansdo em frequéncia
Expans3o no tempo <+ Contracdo em frequéncia



Consequéncias:

a) Contragdo no tempo <> Expansdo em frequéncia
Expans3o no tempo <+ Contracdo em frequéncia

b)
z(—t) < X(—jw)

= Se z(t) é REAL E PAR

REAL: z(t) = 2*(t) —» X (jw) = X*(—jw)

PAR: z(t) = z(—t) = X (jw) = X (—jw)

= | X(jw) é REAL e PAR|




= Se x(t) é REAL E IMPAR

REAL: z(t) = 2*(t) — X (jw) = X*(—jw)

IMPAR:  z(t) = —z(—t) = X (jw) = =X (—jw)

= | X (jw) é IMAGINARIA e IMPAR

c) Juntando as propriedades acima e lembrando que

x(t) = Par{xz(t)} + impar{z(t)}

x(t) real <> X (jw)
=| Par{z(t)} <> Re{X(jw)}
impar{z(t)} < j Im{X (jw)}




Exemplo:
w(t) = e M = e y(—t) + e % u(t)

= z1(—t) + 21(t)
= x2(t) + 71(t)

. 1 . , 1
X1(jw) = jwta Xo(jw) = X1(—jw) = W
Assim, . . )
. a
X(jw) =

— + — = 5
at+jw a—Jjw a“+w



Deslocamento em frequéncia

z(t) < X(jw)
y(t) = ™'z (t) ¢ Y (jw) = X[j(w — wo)]

s a(t) cos(wot) < %{X[j(w )] + X[ — wo)] }



Deslocamento em frequéncia

z(t) < X (jw)
y(t) = e0'z(t) < Y (jw) = X[j(w — wo)]

= x(t) cos(wpt) %{X[j(w + wo)] + X[j(w — wo)]}
Dualidade

z(t) < X(jw)

X(t) ¢ 2mx(—w)



Relacdo de Parseval

/ lz(t)|? dt = / X (jw)|? dw

Como / |z(t)|* dt = Energia de x(t)

—00

= | X (jw)|? : Densidade espectral de energia

» Especifica a quantidade de energia por banda de frequéncia



Convolucao

z(t) < X(jw)

y(t) < Y (jw)

z(t) * y(t) < X(jw)Y (jw)



Convolucao

z(t) < X(jw)
y(t) < Y (jw)

z(t) * y(t) < X(jw)Y (jw)

Integracdo no tempo

z(t) < X(jw)

y(t) = / z(r)dr < Y (jw) = ji}X(jw) + 7 X(j0) 0(w)



Demonstrac3o:
Como

y(t) = /OO 2(F)ult — 1) dr = 2(t) * u(t)

—0o0

= Como (a ser mostrado mais tarde)

U(jw) = ji} + 7d(w)

1
Y(jw) = —X(jw) + 7 X(jw) 6(w)
Jw S—————
X(40)6(w)



Multiplicagdo no tempo



Funcdes Singulares e Espectros Discretos

» J3 vimos como obter as expressdes das transformadas de
Fourier para sinais absolutamente integraveis

» Na pratica precisamos saber o espectro de frequéncias de
alguns sinais ndo absolutamente integrdveis

» Usando funcgdes singulares podemos representar os espectros
de diversos sinais importantes e ndo absolutamente integraveis



Impulso unitdrio  x(t) = d(t)
0o .
X (jw) = S(t)eItdt =1
—00

Consequéncias:

o(t) 1

S(t —tg) <> e Wt

Usando a expressdo da transformada inversa,

1
5(t) = — Iy = — t) dw
(t) = 27T/ el dw = / cos(wt)
/!
Estas integrais sé fazem sentido quando interpretadas como
distribuicées, ndo como fungdes



Exponencial complexa: z(t) = e/*o?

Como 4(t) <« 1
1 < 276(w) (dualidade)

edwot 278 (w — wo) (deslocamento em frequéncia)

Assim,

cos(wot) = % [emt + e‘jwot} “m [5(w —wp) +6(w+ wo)}

sen(wot) = ;j[ej“’ot - e_j‘*’ot] < ?[5(&: —wp) — O(w+ wo)}



Fungdo Sinal  x(t) = sgn(t)

sgn(t) = lim [—e®u(—t) + e~ %u(t)],
a—0
= 1i >
limy(t), a=0
A Sgn(t) A
1 1

a>0




0 . o0 .
Y (jw) = / e eIt +/ e~ MemIWl gt
0

—00
1 1 —2jw

=Y(w)=— =
(je) a—jw+a—|—jw a? 4+ w?

X(ju) = lim ¥ (ju) =

e _ali% O _j(JJ

2
1) & —
sgn(t) o




Degrau unitdrio

x(t)




Aplicando o limite:

> A fungdo sgn(t) tem valor médio igual a zero

» A fun¢do u(t) tem valor médio M, = 1/2

ua(t) = e~ u(t) e u(t) = lim ug(t)

a—0

U(jw) = lin% ua(t) eIt dt

a—0 J_

= lim h ug(t) — E e 9t dt + 1 /OO e @t dt
a—0 J_ @ 2 2 —c0

%sgn(t) 27 0(w)

1 2
5 <]w> + W(S(w)
! +7mo(w)

= mo(w
Jw



Transformada de Fourier de Sinais Periédicos

a) Um sinal periédico tem duragdo eterna (—oo < t < 00)

= Pode sempre ser escrito como:

parte causal  parte anti-causal



Transformada de Fourier de Sinais Periédicos

a) Um sinal periédico tem duragdo eterna (—oo < t < 00)

= Pode sempre ser escrito como:

parte causal  parte anti-causal

» Para que
i) X(s) tenha regido de convergéncia

ii) x(t) seja absolutamente integrével

Polos de X.(s) = no SPLE do plano s
Polos de X,(s) = no SPLD do plano s



{Polos de X.(s) = no SPLE do plano s

Polos de X,(s) = no SPLD do plano s

Re(s)

DA



» Com este tipo de regido de convergéncia, as componentes
xc(t) e xa(t) podem ser
i) Exponenciais decrescentes com ||
ii) Sendides exponencialmente amortecidas com |¢|

= Em nenhum dos dois casos z(t) podera ser periddica



» Com este tipo de regido de convergéncia, as componentes
xc(t) e xa(t) podem ser

i) Exponenciais decrescentes com ||
ii) Sendides exponencialmente amortecidas com |¢|
= Em nenhum dos dois casos z(t) podera ser periddica
Para x(t) periddica, todos os polos de X.(s) e de X,(s) devem

estar sobre o eixo s = jw para que z(t) ndo seja amortecida
quando |t| cresce

= X (s) ndo tem regido de convergéncia



» Com este tipo de regido de convergéncia, as componentes
xc(t) e xa(t) podem ser

i) Exponenciais decrescentes com ||

ii) Sendides exponencialmente amortecidas com |¢|

= Em nenhum dos dois casos z(t) podera ser periddica

Para x(t) periddica, todos os polos de X.(s) e de X,(s) devem
estar sobre o eixo s = jw para que z(t) ndo seja amortecida
quando |t| cresce

= X (s) ndo tem regido de convergéncia

= Sinais periodicos ndo tém Transformada de Laplace



» Com este tipo de regido de convergéncia, as componentes
xc(t) e xa(t) podem ser

i) Exponenciais decrescentes com |t

ii) Sendides exponencialmente amortecidas com |¢|

= Em nenhum dos dois casos z(t) podera ser periddica

Para x(t) periddica, todos os polos de X.(s) e de X,(s) devem
estar sobre o eixo s = jw para que z(t) ndo seja amortecida
quando |t| cresce

= X (s) ndo tem regido de convergéncia
= Sinais periodicos ndo tém Transformada de Laplace

Como determinar uma expressdo para a Transformada de Fourier
de sinais periédicos?



b) Conforme os polos de X.(s) e de X,(s) tendem para o eixo
Re{s} =0,

x(t) tende para uma soma de exponenciais complexas

= a(t) = ¢ eI E=1,2,...



b) Conforme os polos de X.(s) e de X,(s) tendem para o eixo
Re{s} =0,

x(t) tende para uma soma de exponenciais complexas
_ tjwgt _
= xi(t) =cre E=1,2,...
c) A soma de dois sinais periédicos com periodos 17 e T, com

T7 > T5 serd periddica se e somente se 17 = K15, com
KeQ"



b) Conforme os polos de X.(s) e de X,(s) tendem para o eixo
Re{s} =0,

x(t) tende para uma soma de exponenciais complexas

= a(t) = ¢ eI E=1,2,...

c) A soma de dois sinais periédicos com periodos 17 e T, com
T7 > T5 serd periddica se e somente se 17 = K15, com
KeQ"

= Um sinal periédico com periodo Tj sé poderad conter parcelas
exponenciais com periodos T}, se existir um Ty = k T}, k € Z*
para todos os k.



b) Conforme os polos de X.(s) e de X,(s) tendem para o eixo
Re{s} =0,

x(t) tende para uma soma de exponenciais complexas

= a(t) = ¢ eI E=1,2,...

c) A soma de dois sinais periédicos com periodos 17 e T, com
T7 > T5 serd periddica se e somente se 17 = K15, com
KeQ"

= Um sinal periédico com periodo Tj sé poderad conter parcelas
exponenciais com periodos T}, se existir um Ty = k T}, k € Z*
para todos os k.

Nesse caso,

wy = %r : frequéncia fundamental

wp = kwy: k-ésima harménica, k€ Z"



Em geral, considerando todos os valores possiveis de k € 7Z
(valores de k < 0 sdo necessdrios para compor sinais reais).

Se z(t) é periédico com periodo Tp (Freq. Fund. wo = 27/Tp)

[e.e]

x(t) = Z cr. el kot

k=—00




Em geral, considerando todos os valores possiveis de k € Z
(valores de k < 0 sdo necessarios para compor sinais reais).

Se z(t) é periédico com periodo Tp (Freq. Fund. wo = 27/Tp)

[e.e]

x(t) = Z ¢y, el kot

k=—00

= Expansdo de z(t) em série de Fourier

> ¢y € o valor médio do sinal

> c; e c_1 determinam a amplitude da componente na
frequéncia fundamental

> ¢ e c_j, determinam a amplitude da k-ésima harmonica



d) Transformada de Fourier de um sinal periédico

Se x(t) é periddico, podemos representa-lo por sua série de Fourier:

x(t Z ckejkatHX]w Z 21 e O (w — kwo)

k=—o00 k=—o00

» A transformada de Fourier de qualquer sinal periddico de
frequéncia wy = 27/Tp é um trem de impulsos nas frequéncias
wr =kwy , k €Z.

» Cada impulso tera drea igual a 27|ck|, em que ¢ sdo os
coeficientes da expans3o de x(t) em série Fourier



Determinacdo dos coeficientes da série de Fourier

x(t) Periédico com frequéncia wy = %
o0
x(t) = Z cp, elhwot
k=—o00

Multiplicando por e =70t e integrando no periodo T}

/x(t)eﬂwotdt:/ Z ¢y, e (F=0wot gy
To

To p=—co



Trocando a ordem do somatério e da integracao

/ ( ) —jlwot dt = Z Ck/ j(k—0)wot dt
To

TO7 k — E
/ G (k—Owot gy _
7o / etirwot gt peZt, k#£4
To

/ etipwot gy — / cos(pwot)dt +j / sen(pwot)dt =0
To To To

Int. de “cos” em Int. de “sen” em

No. inteiro de periodos No. inteiro de periodos



= Usando apenas k =/

/ z(t)e T0ldt = Ty ay
To

Resolvendo para ay e trocando ¢ por k

Ck

_1
To Jr,

x(t)e Ikt gy

k-ésimo coeficiente da
série de Fourier de x(t)

= x(t) periédico com frequéncia wy = 27/Tj rad/s



Expansdo de z(t) em série de Fourier

o
x(t) = Z e kot

k=—0o0
1 .
cp = — x(t)e_Jk‘”Otdt
To J,

1 -
‘o / 2(1)dt valor médio de z(t)
To

T (componente DC)

Transformada de Fourier de x(t) (espectro discreto)

X(jw) = Z 27 ¢, 6(w — kwo)

k=—o0



FORMULARIO

1. Integrais

Judv = uv — j vdu Jerr do = Lewr
Jwe ‘ﬁ (ax—1) I ﬁ 1 mn—1 z
J 7t do = §In(a? + a?) Ja?e® dr = <7 (a%2® - 2az + 2)
| senaz senbx dx = %}b))x - w, a® #b? [ xsenax dao = {T(scnax — az cosax)
| senax cosbx dx = % + “’”((:#] ,a?#6 [xcosax dr = K (cosax + axsenax)
2. Transformadas de Fourier
e~ Mu(t) & +1]w a>0 etu(—t) a}]w, a>0 e lMe 2 a>0
te~ "u(t) < (aﬂw)’ a>0 eIl o 2m6(w — wo) coswot < 7r[5 w4 wo) + 0w — wo)]
o(t) <> 1 1 & 2md(w senwot < jr[d(w +wy) — &
u((t)) & mo(w) + L+ sgn(t) @(l) rcct(g) @JTsEn(c (%) g
Jw & Jw T 2
% & X(jw) = u(w + we) — u(w — we)
3. Propriedades da Transformada de Fourier
kx(t) < kX (jw) 21 (t) + 22(t) & X1 (jw) + X2(jw) (1) & X*(—w)
X(t) & 2rz(—w) z(at) & I‘X (2) z(t — to) & X (jw)e i@t
z(t)ee! & X(jw —wp)) ai(t) 72( ) & X1 (w)Xa(w) @1 (t)72(t) & 32 X1 (w) * Xo(w)
4 & (j)" X (W) Jhoalr) dr & £ X (w) + 7X(0)0w)  [7, e0)P dt = 2 [7, X (jew)? dw



Sinais e Sistemas Discretos e Amostrados

Amostragem de sinais continuos

> Digitalizacdo crescente de sistemas de comunicagdes,
controle, instrumentac3o e processamento de sinais

» Grande parte do processamento — sistemas discretos ou
amostrados

» Sinais fisicos: continuos em sua maioria

» Normalmente amostrados a intervalos regulares



» Processamento discreto ou amostrado de sinais continuos

=) R y(t)
—— = C/D » H > D/C |—»
Amostrador Conversor Processamento Conversor
Continuo/ . Discreto/
; Discreto i
Discreto Continuo

= E importante entendermos o que ocorre com um sinal, e com as
informacgdes que ele contém, durante o processo de amostragem



O sinal amostrado
largura do pulso: 7

A (1) periodo de amostragem: T

] :

H t
T T

/]

Modelagem matematica

o

z.(t) = Z z(nT)p-(t —nT), p(t)=u(t)—u(t—71)

n=—0oo

br (t) 4
1

\/




Modelagem que facilita a andlise matematica

Amostrador ideal por impulsos

o—A—+ SEGURADOR [—»
oty 2t 2 (1)

Amostrador-Segurador ~ Sample-and-Hold (S/H)



Amostrador por impulsos:

periodo de amostragem: T

T :

OV 1 21 3T 4T 5T 6T 7T




Segurador
E o sistema LIT que converte cada impulso em um pulso de
largura 7 e amplitude igual a area do impulso

6(t) Dr (t) = hT (t)

)
~V
)
\]
o~

= h(t) =u(t) —u(t—7)

1 e 1—e°7 Func3do de transferéncia
s s s do segurador




Para um sinal z(t) qualquer

z*(t) = Y a(t)s(t —nT)
/ Z §(t —nT)e tdt i z(nT) e T
X*(s)= Y a(nT)e "

Como




Interpretacdo no dominio da frequéncia

» Usando a transformada de Fourier (espectro em frequéncia)
temos outra interpretacdo importante de x*(t)

» z*(t) = Produto de x(t) por um "trem de impulsos”

o0

z*(t) = Y w(t)s(t —nT) = Z §(t —nT)

n=—oo n=—oo

p(t)

em que p(t) é periédico com periodo T

= i 6(t —nT)

() T R P11

t
o X T
e 3T 2T =T o T 2T 3T -+ ¢



» Aplicando a transformada de Fourier

X* () = 5= [X(je) » P(jw)

» A transformada P(jw) é obtida a partir dos coeficientes da
série de Fourier de p(t)



Coeficientes da série de Fourier de p(t)

o
Z o(t—nT), frequéncia de amostragem wp = 27/T

n=—oo

T/2 ) 1 rT/2 . 1
- e~ dkert gt — / S(t) e Iert gt = —
/T/z T J 7/ () T

 [— o
_ = Jkwrt _
—Tze Towr =g

k=—o00

Transformada de Fourier de p(t)

P(jw) = Z 2mepd(w — kwr)

k=—oc0




Como

Assim,

/ X (0 —0)do
27T

o

27r
=5 Z S5(w — 0 — kwr) do

=% Z / X(0)6(w — 6 — kwr) df
k=—c0 ¥ ™

Z X (w— k‘wT)] Repeticao periddica
T = do espectro de x(t)




Exemplo

/

A

X(jw)

1

AN

—w1

0 “ w

1 X (jw)
NI \ N/
—u;T bo-w w1 a.JT A "y

—Wwr —wp —wr +w

OBS:

wr —wp wr +wi

1. Como recuperar z(t) a partir de z*(¢)?

2. O que ocorre se wy < 2wq?



Segunda parte do processo de amostragem

{E*(t) l‘T(t) o
-, B (t) > H(s) = 1—e

S

Para s = jw (Note que H.(s) ndo tem polo em s = 0)

1 — g~ Jwr ) JwT/2 _ —jwT/2 2
H,(jw) = ———— = ¢4/ [6 - X <T>
Jw Jw 2T

- [eij/Q _ e—ij/Q

_ efij/Z
wT/2 27

sen(wT/2)

= | H:(jw) =T [ or /2

] e 9T/2 = 1 sinc(wr/2) e IWT/?




Magnitude / 7

. sen(wr/2) | _jur2 jwr/2

H. (jw) = [ 0T /2 ] e = 7sinc(wT/2)e

o /A NN\

o7 [\ \ NN

0.6 I \ N

05 / \\ go

; | T TN

0.2 i i \

0.1 N \ / A — f- 77417777——741 77777777777777 \
VAN V IVIA ] BB
_bn _4m 2r 2 4 6m o Om 4w 2@, 2r 4m O




Saida do amostrador

Xr(jw) = X*(jw) P(jw)
- [ e 5 e

k=—o00

Distorcdo de magnitude Repeticdo periddica de X (jw)
e atraso introduzidos

por hr(jw)




OBS:
Maioria das implementacoes praticas: 7 =T

X7 (jw) = sinc (wT'/2) e 9«T/2 Z X[(j(w—kwr)], wo= 2n

k=—0o0

» A distorcao maxima ocorre para 7 = T e diminui com a
reducdo da relagdo 7/T

» Fazendo 7 < T perde-se energia do sinal amostrado o que
pode levar a uma baixa relacdo sinal-ruido

» Se w,, é a maxima frequéncia contida em um sinal
Se |[X(jw)|=0 para |w|>wpn

Pode-se recuperar exatamente o sinal z(t) a partir de suas
amostras por impulsos usando um filtro passa-baixas ideal com
banda passante limitada em = se <" > w,

= < Teorema da amostragem



Sinal: z(t) = e 2 u(t)

Tempo de duragao: 10 s

Periodo de amostragem: T =10/128 =0,0781 s
Largura do pulso: =T

Exemplo:

1
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0.8

0.7
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0.3} i

Amplitude Normalizada

0.2t 4

0.1t 4

=5 -1 o5




Detalhe da faixa —wr/2 < w < wr/2

Amplitude Normalizada




Detalhe da faixa —wp/2 < w < wp/2 para 7 =T/2

Amplitude Normalizada




» Note que a distor¢do imposta por H.(s) s ocorre quando o
sinal fisico assume a forma de uma soma de pulsos

» Por causa do teorema de amostragem, hd a necessidade de
eliminarmos as componentes de frequéncia com w > wp,
“antes” da amostragem para evitar perda de informagdo na
banda principal do sinal

= Precisamos de um filtro passa-baixas antes da amostragem



Processamento Discreto de Sinais Continuos

0.2
MV
L "
— Il >  SH > AD |—
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(@) (b) © )
0.2 0.7
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: x(n) ~ 7| Discreto [ y(n) :
0.3 0.8
(d)
y(nT) Y- (t) y(t)
yn) D/A > Il >
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Func3o de cada bloco do sistema:

(a) Filtro passa-baixas anti-recobrimento (de espectro)

(b) Amostrador-segurador

(c) Conversor: sinal continuo para sinal discreto

(d) Sistema de processamento de sinais discretos (sistema discreto)
(e) Conversor: sinal discreto para sinal continuo
(f)

) Filtro passa-baixas interpolador

Obs:
1) Com 7 suficiente em (c), o efeito de H,(s) ndo aparece
espectro do sinal discreto x(nT")

2) O efeito de H,(s) é aplicado em (e), onde de fato os pulsos
sdo introduzidos na informacao



