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Analise de Circuitos Elétricos

Circuitos elétricos podem ser analisados no dominio da
transformada de Laplace

» Determinar a equacdo diferencial e aplicar a transformada de
Laplace (ja estudado)

» Analisar um circuito equivalente no dominio transformado

» Substituir todas as varidveis de circuito por suas transformadas
» Substituir todas as fontes por fontes "transformadas”
» Substituir os elementos de circuito por seus equivalentes

"transformados”



Transformac3o dos Elementos de Circuito

Resistores v(t) = Ri(t)



Transformac3o dos Elementos de Circuito

R
Resistores v(t) = Ri(t) o—NWWW\—>—
o) o

Aplicando a transformada de Laplace “unilateral” ou “bilateral”

V(s)=R I(s)
Zn(s) = ‘I/((j)) =R — impedancia
Yr(s) = Is) _ 1 — admitancia

V(s) R



dv(t)
dt

Capacitancias i(t)=C

Aplicando a transformada de Laplace unilateral

I(s)=C[sV(s) —v(07)]

v(07)
- s) Zc(s) s
1 v(07) I(s) “c *
V(s) = 5 1(s) + = o—»—:—O—o
* Vi(s)
Zc(s)
I(s) !
I(s) =sCV(s)—Cuv(07) o Cv(07)
(<)
N

~




— impedancia
C p

=sC — admitancia



Aplicando a transformada de Laplace bilateral

I(s) =sCV(s) =Yo(s)V(s)

1
V(s) = —5 1(s) = Zc(s)I(s)
I(s) Zol(s)
o——{ __F———°
+ V(s) -



Indutancias v(t)
Aplicando a transformada de Laplace unilateral

V(s)=L|[sI(s)—i(07)]

I(s) - +
V(s) = sLI(s) — Li(07) o )—
+ V(s) -
ZL(S)
1 i(07) 1(s) —
)
N/

+
<
—~
»
N

|



i(0—)=0

= sL — impedancia

— — admitancia



Aplicando a transformada de Laplace bilateral

V(s)=sLI(s)=Zr(s)I(s)

1
I(s) = —ZV(s) = Yi(s)V (s)
I(s)  Zi(s)
oL F—
+ V(s) -



Exemplo:

Determine i(t) para ¢ > 0 no circuito abaixo sabendo que
ve(07) =V =10V, iL(07)=Ip=2A, C=4%F, L=1H,
R = 29, e que vs(t) = 5e2 cos(3t)u(t)

R L in(t)
W~ ST
+
v () 'O ‘ = well)

- i(t)

Circuito Equivalente no Dominio s




Anilise




Anilise

Uc(()*)

|Zn+ Ze(s) + Zu(s) |1(s) = Vils) + Lir(07) -

s2LC + sRC + 1

1
A Z A = — L=
r+ Zco(s)+ Zr(s) R—i—SC—i-s o



Anilise

Uc(()*)

|Zn+ Ze(s) + Zu(s) |1(s) = Vils) + Lir(07) -

s2LC + sRC + 1

1
ZR+ZC(3)+ZL(3):R+E+SL: -
5(s+2)

N e



H(s)
sC (sLly — Vo)gC

1) = aresre+1 W J200 5RO+ 1)



H(s)
sC (sLly — Vo)gC

1) = arersror1 ¥ J52e ke 1 1)

Substituindo valores numéricos e Vi(s)

5s(s+2) 25 — 10

1) = o) [+ 221 0] "1 2515




H(s)

sC (sLly — Vo)gC
I =
)= Zrorsro+1 ¥ SLo TSRO 1)

Substituindo valores numéricos e Vi(s)

5s(s + 2) 25— 10

1) = o) [+ 221 0] "1 2515

55(s + 2) 2s — 10

Is) = (11244 (512719 = (511714

modos naturais  modos for¢ados modos naturais

Resp. ao estado zero {I1(s)} Resp. a entrada zero {I2(s)}



Resposta ao Estado Zero

I( ) 5S(S—|—2) Kis+ Koy Kis+ Ky
S) = =

! (s+1)2+4[(s+2)2+9 (s+1)2+4 (s+2)2+9
K1 =0,962

Ky =1,923

K3 = —0,962

Ky=5



(s) = 0,962s5 41,923 0,962s5—5

B T 1244 (s+2)2+9

0,962 (s + 1)

C (s+1)2+4 (s+1)2+4
0,962 (s + 2) 3

- +2,308 ———

(s+2)2+9 + (s+2)2+9

+ 0, 4805



() 0,962s+1,923  0,9625 — 5
S) = —

! (s+1)2+4  (s+2)2+9

0,962 (s +1)

C (s+1)2+4 (s+1)2+4
0,962 (s + 2) 3

- T2 19,308 —————

(s+2)24+9 * (s+2)24+9

-+ 0, 4805

Como o sistema é causal e vs(t) = 0 para t < 0,

i1(t) =0,962 e~ cos(2t) u(t) + 0,4805 e " sen(2t) u(t)
— 0,962 ™2 cos(3t) u(t) + 2,308 e % sen(3t) u(t)




Resposta a entrada zero

25— 10  2(s+1) 2

L) = e T Grrra SGriraa

in(t) = 2e" cos(2t) u(t) — 6" sen(2t) u(t)

Resposta completa

i(t) =2,962 ™" cos(2t) u(t) — 7,4425 ¢ sen(2t) u(t)« R. natural
— 0,962 ™2 cos(3t) u(t) + 2,308 e~ sen(3t) u(t)« R. forcada



Representacdo de Sistemas por Diagramas de Blocos
» Decomposicdo de sistemas grandes em interconexao de
sistemas menores

» Os subsistemas menores podem ser mais facilmente projetados
e testados

Conex3o série

z(t) w(t) y(t)
—_—> Hl(S) > HQ(S) T
X(s) W(s) Y(s)




Conex3o paralela

\ 4

HQ(S) j—_»

\ 4




Conexao retroalimentada

Y(s) = Hy(s)X(s) — Hi(s)Ha(s)Y (s)

_ Hl(s)
1+ Hl(S)HQ(S)

_ Hi(s)
H(s) =17 Hi(s)Ha(s)

V(s) = Ha(s)Y (s) Y(s)

X(s)

Obs: Este tipo de conexdo permite mover polos.desH1(s)



RealizacOes de Sistemas

» Blocos diferenciadores sao problematicos

» Implementagdes usam preferencialmente blocos integradores

X(s)

—

2(t) & X(s) Y(s)

w | =

Bloco Integrador



Forma Direta I

Y(s) 5+3

H = =
() X(s) s3+4s2+9s+10

dividindo por s*

1 1
87+333
Hs) = 1 1 1
1+4=+9—+10
s s s
1 1 1
:[82+38} | = Hi(s) Ha(s)
14+4-+9—+10 >
s
Wi(s) 1 1
H = = —
1(s) X(s) 52—1—353
Y (s) 1
HQ(S):W(S): 1 1
14+4-49-5+10—
S



X(s) :
¥ !
1 1
s s
- Y(s)
. A S
1 1
s s
X(s) ™=, T Y
52 ¥ \ 52
1 1
s S
X(s) Y (s)
.3 —> |« y
s 53

Wis) =22 +3X0  y(s)=W(s)—4X _g¥) 10X

s



Forma Direta Il

como H(S) = Hl(s) HQ(S) = HQ(S) Hl(s)




Realizacao Transposta

Mostra-se que a funcdo de transferéncia de uma estrutura fica
inalterada se o seguinte conjunto de modificacdes for realizado
(transposi¢do):

a) Inverta a diregdo de todos os ramos, mantendo os valores dos
multiplicadores

b) Transforme nds de partida de sinais em nds de soma de sinais,
e vice-versa

c) Troque X (s) (entrada) por Y (s) (saida)



s+3

No exemplo: H(s) = s3 + 452+ 954 10

1
i
Q-
1
X(s) 1 ; -9
1
5 10
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Resposta em Frequencia — Sistemas LIT

» Sistemas LIT podem ser interpretados como filtros no dominio
da frequéncia

» Filtros modificam diferentemente sinais senoidais de diferentes
frequéncias

» Sabemos que

z(t) = e = y(t) = H(s) e [e* para (—oo < t < o0)]

» Caso particularmente importante (sistemas estdveis)
s = jw

z(t) = &' - y(t) = H(jw) e’ [regime permanente senoidal]



» Como

eIt = cos(wt) + jsen(wt)
(1) = cos(wt) — y(t) = Re{H(jw) ej”t}
Escrevendo H (jw) = |H (jw)| /%1«
x(t) = cos(wt) = y(t) = |H(jw)| cos[wt + O (w)]

Da mesma forma

x(t) = cos(wt + 0,) — y(t) = |H(jw)| cos[wt + 0, + 0 (w)]



Observacoes:

» H(jw) = |H(jw)|e’?#(“) é denominada resposta em
frequéncia do sistema

» |H(jw)| é o ganho introduzido pelo sistema sobre um sinal
senoidal de frequéncia w

» Op(w) é a defasagem adicionada pelo sistema a um sinal
senoidal de frequéncia w

> A resposta em frequéncia do sistema determina seu
comportamento como filtro



Respostas a Sinais Senoidais Causais

> A resposta terd uma parte transitéria (resposta natural) e uma
parte correspondente ao regime permanente (resposta forgada)



Respostas a Sinais Senoidais Causais

> A resposta terd uma parte transitéria (resposta natural) e uma
parte correspondente ao regime permanente (resposta forgada)

> A resposta em regime permanente senoidal serd determinada

por H(j)
_ N(s)
He) = o) = ow)
#(t) = () > X (5) = - _1jw

N(s)

Y ) = ot =) (s — o) (5 — )




N(s)
(s =p1)(s —p2)...(s —pn)(s — jw)
Expandindo em fracdes parciais

Y(s) =

N N .
Y(S)Zzskiﬁr o zzski 1 AGe)

S SThi sTJw I s—pi s jw
N
N y(t) _ Z kiepq;t + |H(jw)|ej[wt+0H(W)]
=1 Resp. em Reg. Perm. Senoidal

Resposta transitdria



Diagramas de Bode e Aproximacoes por Assintotas

> Diagrama de Bode
Gréficos de ‘
| H (jw)| /%7 ()

» Gréficos de |H (jw)| tragados em dB (decibel)

|H(jw)las = 201logyo | H (jw)|

» Escalas das frequéncias — Logaritimicas



Obs: Grafico em dB

H(jw) = Hy(jw)Ha(jw)
|H(jw)lag = [H1(jw)|ds + [H2(jw)|dB
se I ( )
) 1(jw
H(jw) = (o)

|H (jw)|ag = [H1(jw)|as — [H2(jw)|dB

= Facilita tracado e visualizacdo



Exemplo: H(s) = pori T—

1

|H (s)|ag = 201logq

(14+0)?+w?




Mesmo grafico mostrando o polo da fungdoem o =—-1ew =0




Mesmo grafico mostrando o plano ¢ =0




A linha de intersecdo do plano ¢ = 0 com a superficie
é o gréfico de |H (jw)|




A linha de intersecdo do plano o = 0 com a superficie
é o gréfico de |H (jw)|

1
V1+w?

[H (jw)| =

N




» Aproximacdo por Assintotas

>

>

Permite tracado aproximado de forma simples
Facilita a interpretacdo da resposta em frequéncia associada a

uma func3o de transferéncia
Facilita o projeto de sistemas com respostas em frequéncia

desejadas
N3o se torna dispensavel mesmo com acesso a infraestrutura

computacional



» Aproximacdo por Assintotas
» Permite tracado aproximado de forma simples
» Facilita a interpretacdo da resposta em frequéncia associada a

uma func3o de transferéncia
» Facilita o projeto de sistemas com respostas em frequéncia

desejadas
» N3o se torna dispensdvel mesmo com acesso a infraestrutura

computacional

» Expressdo genérica de H(s) contém os seguintes fatores (no
numerador ou no denominador)

» a) Constante K
» b) Polo ou zero na origem [fator s]
» c) Polo ou zero de primeira ordem

(s +a)
» d) polo ou zero de segunda ordem (complexo conjugados)

(52 + b18 + bo)



Estudo para w > 0

1) Fungdo constante

H(s) = K = H(jw) = K — |H(jw)| = |K|
|H (jw)la = 201og; | K]

) 0, K>0
On(jw) = {

T, K<O0



Exemplo: K =10

30

|H(jw)|dB =20 logm |K| =20 dB

Magni
agrmt\l:de [dB]
=

0.5 1
Freq [rad/s]

10



O (jw) =0

0.5

Phase [deg.]
=

0.1

0.5

1
Freq [rad/s]

10



2) Polo ou zero na origem

1
Polo: H(s) = —
s
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s

Zero: H(s) =s — H(jw) = jw

|H(jw)| = w — |H(jw)|ds = 201og;ow
+20 dB/(dec) ou + 6,02 dB/ oitava



2) Polo ou zero na origem
1

Polo: H(s) = — — N&o podemos usar s = jw
s

Zero: H(s) =s — H(jw) = jw

|H(jw)| = w — |H(jw)|ds = 201og;ow

+20 dB/(dec) ou + 6,02 dB/ oitava
i) —=tan— L (L) =T
O (jw) = tan <O> 5

Obs:
Ndmero de décadas entre w; e wa (w2 > w1) — log, <Z’7i>



2) Polo ou zero na origem
1

Polo: H(s) = = — N&o podemos usar s = jw
s

Zero: H(s) =s — H(jw) = jw
|H(jw)| = w — |H(jw)|ds = 201og;ow
+20 dB/(dec) ou + 6,02 dB/ oitava

O (jw) = tan* <%) =3

Obs:
Ndmero de décadas entre w; e wa (w2 > w1) — log, <$—j)

Ndmero de oitavas entre wy e wo (we > w1)

w2
w9 1OglO w1

log, =2 —
ng w1 loglo 2

~ 3,32log -2
w1



Grafico: |H(jw)|as = 20log qw

20

(420 dB/dec)

v

Magnitude [dB]
=

0.1 05

1
Freq [rad/s]

10



0

o0

50

0.1

05

1
Freq [rad/s]

10



3) Polo ou zero real (primeira ordem)
Polo em s = —a com normalizagdo para H(0) =1
1
H =
&) =173



3) Polo ou zero real (primeira ordem)
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1
H =
&)=17z
1 . 1
— [H(jw)| =
L+ ()



3) Polo ou zero real (primeira ordem)
Polo em s = —a com normalizagdo para H(0) =1
1
H =
&) =173
1 . 1
Hjw) = 17 @ |H (jw)| =
. w
. 1+ (%)
Magnitude

HG)lan = 1010550 [1+ (£)]



3) Polo ou zero real (primeira ordem)
Polo em s = —a com normalizagdo para H(0) =1
1
H =
&) =173
1 . 1
Hjw) = 17 @ |H (jw)| =
. w
. 1+ (%)
Magnitude

HG)lan = 1010550 [1+ (£)]

A w<Ka
|H(jw)|ds =~ —10log;; 1 = 0dB



3) Polo ou zero real (primeira ordem)
Polo em s = —a com normalizagdo para H(0) =1
1
H =
&) =173
1 . 1
H(j )=1+.(w)—>|H(JW)!= -
. w
. 1+ (%)
Magnitude

HG)lan = 1010550 [1+ (£)]

A w<Ka
|H(jw)|ds =~ —10log;; 1 = 0dB

b) w>a
, w2 w .
|H(jw)|a = —101ogy (E) = —20log; <g><— —20dB/década



Grafico: H(s) =

1

|H(jw)|dB =—-10 10g10 [1 + (%)2]

5
14+35
0
B
""'\\\
-10 \
=
=
3 N\
Z-20
‘g
£
=
=30
N
-40 | |
01 1 10 100 1000
Freq [rad/s]



Grafico + assintotas: H(s)

_ 1
= i1 =

|H(jw)las = —10logyq [1+ (43)°]

-20 dB/dec
0 ~1 /

o \\
o N
=
: N
2-20
‘2
&4
=

-30

N\
-40
0.1 10 100 1000
Freq [rad/s]

DA



Fase:

O (w) = —tan ™! (%)



Fase:

Nw<Ka



Fase:
— tan—1 (¥
O (w) = —tan (a)
Nw<Ka

O (w) ~ Orad.
b) w > a

O (w) — lim —tan? <%> = —g

w—r00



=70 | \

w0 N

0.1 1 10 100 1000
Freq [rad/s]

u]
o)
I

i
it
)
»
i)



Grafico + assintotas:

Op(w) = —tan—! (f’—o)
10 ] J
N\

Phase [deg.]
pZal
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3) Zero real (primeira ordem)
Zero em s = —a com normalizagdo para H(0) =1

H(s):1+2



3) Zero real (primeira ordem)

Zero em s = —a com normalizagdo para H(0) =1
s
H(s)=1+4+ -
() =1+
w
H(jw) =145 (2) = [H(jw) = /1 + (



3) Zero real (primeira ordem)

Zero em s = —a com normalizagdo para H(0) =1
s
H(s)=1+4+ -
() =1+
. (W ) w\2
H(jw) =1+ (g) = [H(jw)[ = /1 + (5)
Magnitude

H(j)lge = 101ogyg [1 + (2’)2]



3) Zero real (primeira ordem)

Zero em s = —a com normalizagdo para H(0) =1
s
H(s)=1+4+ -
() =1+
. (W ) w\2
H(jw) =1+ (g) = [H(jw)[ = /1 + (5)
Magnitude

2
|H (jw)|ag = 101logy [1 + (%) ]
w<a



3) Zero real (primeira ordem)

Zero em s = —a com normalizagdo para H(0) =1
s
H(s)=1+4+ -
() =1+
. (W ) w\2
H(jw) =1+ (g) = [H(jw)[ = /1 + (5)
Magnitude

|H(jw)|ag = 101log; [1 + (Z)Q]

) w<Ka

b) w>a

2
|H (jw)|das ~ 101log, (%) = 20logy (%)<— +20 dB/década



Grafico: H(s) =1+

S
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|H(jw)|as = 101ogy, _1 + (%)
40
//
30 //

Magnit[gde [dB]
=

L
e

0.1 1

10
Freq [rad/s]

100

1000



Grafico + assintotas: H(s) =1+
. 2
|H (jw)|as = 10logyg [1 +(15) }
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Grafico + assintotas:
Op(w) = tan—! (f’—o)
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Observacao - Polos complexo-conjugados

Ky w2

n

H(s)

T2 tbistby $2+2&wps + w2

D(s)=0—=s=—Cw, + w, V& —1



Observacao - Polos complexo-conjugados

2 2
Ky w;, w;,

H(s)

T 2+bist+by  S2+28wpstw?  D(s)
D(s)=0—=s=—Cw, + w, V& —1

Sistema causal e estavel = £ > 0
polos complexos = & < 1

}0<§<1

Polos em

s=—Cwp Tjw, /1 —&2

O que corresponde a escrever D(s) como

D(s) = (s +Ewn)® +wp (1 - €%)



Assim

1
w72z Wn, Wn (1 _52)2

H(s) = =

(s+€wn)? +wi(1-€)  /1-2(s+8&wn)?+wi(1-6)

h(t) = \/% e tenlsen [(wn V1-— §2> t] u(t)

&: fator de amortecimento  w,,: freq natural ou freq ressonancia




4) Polo ou zero de 2% ordem (complexos)

Polos:
Ky

H(s)=
(S) 82+b18+bo

Normalizando para |H(0)| = 1 e usando os pardmetros £ e w,,

2
w 1
H = n =
() $24+2€wp s+ w2 +2£5—|— 1 32

Wn, n




|H (jw)|ag = —101ogyg { [1 - <:;>2

2 2
442 <:’> }



2
) w
|H (jw)|qg = —10logy [1 — <>

a) w <K wy
|H(jw)|dg =~ —10log;; 1 = 0dB

b) w > wy,

4 ,
w w —40dB/década
H(jw ~ —101o — ] =—-401lo —
|H (jw)|dB g10 (wn> g10 (w > {—12dB/oitava



C) w=uwp

|H(jw)las = —1010g1(2€)* = —201og(2¢)

1
~ —6dB — 201og;( (&) = —6dB + 201og;, <5>

» |H(jw)|gs depende do valor de &, (0 < & < 1)
» Quanto menor o amortecimento &, maior serd |H (jw)|

» Por ex:

§=0.1— |H(jwp)|egg =14dB = |H(jw,)| =5



Exemplo: H(s)

Magnitude [dB]

1 1 1
=1 =) )
= = =

1
oo
=

2
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B 82+2§wn5+w%'w"

i

=10rad/s, £ =0.1

N
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10
Freq [rad/s]

100
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Grafico + assintotas:

J
. 40dB/dec
: \

-20

Magnitude [dB]
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/

70 N\
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b) w> w,

—2¢w,
GH(w):—tanl[ Sw }, w — 00
w
Como 5
§en >0= lim Oy(w) = —tan" ()

w—+00

em que ¢ é um valor que tende a zero "vindo de ¢ < 0"

=| lim fy(w) = —mrad

w—r00




c) Emw =uw,

dbpg(w)

dw

Fazendo w = w,,




dOp(w) -1

dw  Ewy,
w=wn

Quanto menor a magnitude da parte real dos polos (§wy,), maior
serd a magnitude da derivada de 0y (w) em w = w,
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