Resposta de Sistemas LIT a Exponenciais Complexas
O que ocorre quando z(t) = e, s € C?

Resposta ao estado zero do sistema:

y(t) = z(t) * h(t) = / h hr)z(t — 7)dr = / h h(r)e*t="dr

—00 —0o0



Resposta de Sistemas LIT a Exponenciais Complexas
O que ocorre quando z(t) = e, s € C?

Resposta ao estado zero do sistema:
(o]

y(t) = z(t) * h(t) = / hr)z(t — 7)dr = / h(r)est="dr

—00 —0o0

[e.e]

Como s e t sdo constantes para a integracdo em T,

y(t) = e /oo h(T)e *Tdr = e*' H(s)

—0o0

H(s) = / h(r)e *Tdr H(s) n3o é fungdo da varidvel t

—00

Assumindo que a integral H(s) converge,
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Como

et —  H(s)e™

est é autofuncdo de qualquer sistema LIT

Se

z(t) = are®t + age®' + ... 4 a,e®N?

= y(t) = a1 H(s1)e™" + agH (s9)e®! + ... + ap, H(sn)s*N*

com



Obs:

Sinais exponenciais complexos também podem servir como base
para o estudo de sistemas LIT

» se pudermos decompor os sinais de interesse em somas de
exponenciais complexas

» se determinarmos H (s)

A resposta a um sinal genérico z(t) = €' (s parametro)
caracteriza o comportamento do sistema LIT




Andlise de Sistemas LIT
Usando a Transformada de Laplace

A transformada de Laplace
Sinal z(t)

X(s) = /00 z(t)e sdt, seC

—00
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Andlise de Sistemas LIT
Usando a Transformada de Laplace

A transformada de Laplace

Sinal z(t)
X(s) = / z(t)e *'dt, seC
Obs
0 Transformada de Laplace
H(s) = / h(t)e s'dt — da resposta ao impulso do
e sistema

A transformada de Laplace unilateral

Desconsidera x(t) parat < 0~
00 As duas transformadas co-
Xu(s) = / x(t)e stdt incidem para sinais causais
-0 (z(t) = 0 para t < 0)



Exemplo:

Como s =0 + jw

X (s) converge apenas para o +a > 0 ou

Assim

X(s) = Re{s} > —a




Obs:

Para valores de s fora da R.C. a expressdo
Transformada de Laplace de x(t)

DA



Exemplo:

x(t) = —e~ u(—t)

X(s) = / T slt)etdt = — / ety () et

—0o0 —00

0 0
- _ / ef(s+a)tdt — 1 |:ef(s+a)t:|
PO s+ a —00

Como s = 0 + jw = [e~(o+a)t e*j‘”t]o

— 0o
X (s) converge apenas para 0 + a <0 ou
Assim
1
X(s)= R < —
()= Refs}<—a




Exemplo:
x(t) = eSotu(t)

R.C.:

o.0] o0 1
/ eSty(t) e Stdt :/ elo=tgp = ——

—00 0 Sog— S

So =00+ jwy S=0+jJw

1 o 00
X(s) = — E e

op—0<0 = o >o0po0uRe{s}>Re{sp}

=1 X(s) = = Re{s} > Re{sp}

[ e(so—s)t:|

o



Obs: A transformada de Laplace é linear

T (t) < Xl(S)
xg(ﬂ <~ XQ(S)

aj x1(t) + ag w2(t) <> a1 X1(s) + ag Xa(s)

A transformada de Laplace de soma de exponenciais
serd sempre uma fungdo racional em s




Regido de Convergéncia para Fungdes X (s) Racionais

ZEros

M M
——
Z by, s* H (s — zk)
X(s) = N(s) _ k=0 Y
D(s) N . 9N N
Z ag s H s — pk
k=0 k=1
polos
Exemplo:
4
z(t) = —e?tu(t) + £ e u(t)
e 2ult) ¢ — . Refs} > —2
s+2
1
€3t U(t) <~ E, Re{S} >3
1 1 4 1 1
X(s)= > —— 4= _ st Re{s} > 3

55+2 5s5—3 (s+2)(s—3)



fa

) =

s+ 1
(s +2)(s—3)’

4 Im{s}

B NC -
|

q

—_

Re{s} >3

Re{s} > —2

Re{s} >3 _



Propriedades de Regido de Convergéncia (R.C.)
1) A R.C. consiste de faixas paralelas ao eixo s = jw (0 = 0)
= Quem determina a R.C. sdo as partes reais dos polos de X(s)
2) A R.C. n3o contém polos de X(s)

3) Se z(t) tem duragdo limitada e é absolutamente integravel, a
R.C. de X (s) é todo o plano s

4) Se z(t) =0 parat <0, a R.C. de X(s) é a direita do polo de
X (s) com maior parte real

5) Se z(t) =0 parat > 0, a R.C. de X (s) é a esquerda do polo de
X (s) com menor parte real

6) A R.C. é sempre delimitada por polos de X (s) ou estende-se até
infinito



A transformada de Laplace inversa

1 c+joo
x(t) / X (s)etds

B 21y —joo

> integral de linha no plano complexo

» pode ser calculada usando integraciao pelo método dos

residuos (varidveis complexas)

» a constante ¢ deve ser escolhida para que a linha de

integracdo pertenca a R.C. de X (s)



Teorema dos Residuos

Seja F'(s) uma fung¢do analitica dentro de um caminho fechado C,

exceto em um ndmero finito de pontos s1, So, ..., S, dentro de C.
Ent3o
1 N
— [ F(s)ds= Res{F'(sk)}
27T] C ;

Para F(s) = X (s) e a integral é calculada no sentido anti-horario
para t > (0 e horério para t < 0

m—1

e {dsm—l[“ - Sk>mF<s”}

Para uma singularidade s; de ordem m

Res{F(sk)} =



Transformada Inversa Usando Expansao em Fracoes
Parciais

» Transformadas X (s) polinomiais

> Uso de algumas transformadas bdsicas pré-determinadas

Uma das transformadas mais usadas:

1
S+a

e %u(t) < , Re{s}>—-a



Exemplo

X(s) =

s+ 2

(s +1)(s +3)’

Re{s} > —1







Propriedades da Transformada de Laplace

Deslocamento no tempo

x(t) < X(s), RC

z(t —tg) < e "X (s), RC



Propriedades da Transformada de Laplace

Deslocamento no tempo

x(t) < X(s), RC

z(t —tg) <> e X (s), RC

Deslocamento no dominio s

z(t) & X(s), RC,y

esoly(t) < X(s — s9), RCy com o limite de RCy
acrescido de Re{so}



Exemplo

1

z(t) = X(s) = GoDGeTY) —2 < Re{s} <1
‘ B B 1
y(t)=e'z(t) > Y(s) =X(s—1) = CEDICES)

Imfs} o b m{s)

Re{s}

E DA



Escalonamento da variavel independente

z(t) <> X(s), RCy

z(at) ¢ |—1|X(f), limites de RCy = a x limites de RC,
a a

Um fator (s — p) no denominador de X(s) muda para

1(s—a,p) em X (j)

a a
= Pdlo muda de s = p para s = ap

Exemplo
x(—t) > X(—S) RCy = —RC4



Convolucao
xl(t) <~ Xl(s), RC’1

zo(t) ¢ Xa(s), ROy

y(t) = z1(t) * 22(t) <> Y(s) = X1(s)Xa2(s) RC 2 RC1NRCy

RC' pode ser maior que RC7 N RC5 se houver cancelamento de
polos e zeros



Diferenciacdo no dominio do tempo

x(t
dx(t)
dt

~—

— X(S), RCY

<~ sX(s), RCy 2> RCy



Diferenciacdo no dominio s

z(t) < X(s), RCy

X
t$(t) e —ddis), RCQQRCl

Exemplo

x(t) = te "u(t)




Integracdo no dominio do tempo

z(t) <> X(s), RCy

/t 2(r)dr & %X(s), RCy > RCy N {Re(s} > 0}

—00



Integracdo no dominio do tempo

z(t) <> X(s), RCy

t
1
/ r(r)dr ¢ ~X(s), RCy> RCin {Refs} >0}
—00

Teorema do valor inicial

Se z(t) = 0 para t < 0 e ndo contém impulso ou suas derivadas em
t =0, ou seja, X(S) é prépria

z(07) = lim sX(s)

S§—00



Integracdo no dominio do tempo

z(t) <> X(s), RCy

t
1
/ r(r)dr ¢ ~X(s), RCy> RCin {Refs} >0}
—00

Teorema do valor inicial

Se z(t) = 0 para t < 0 e ndo contém impulso ou suas derivadas em
t =0, ou seja, X(S) é prépria

z(07) = lim sX(s)

S§—00

Teorema do valor final
Se, além das propriedades acima, flim x(t) < 0o
[— OO

lim z(t) = lim sX(s)

t—00 s—0



Propriedades da Transformada de Laplace Unilateral

Regido de convergéncia

Sempre o semi-plano a direita do polo de X, (s)
com maior parte real



Diferenciacdo no dominio do tempo

Seja




Diferenciacdo no dominio do tempo

Seja
dx(t)
dt

Yu(s) = /00 y(t)e *tdt = /Oio dfi(tt) e tdt

y(t) =

Usando integracdo por partes

@—dx(t) u=e = — = —se
dt  dt N dt




Assim,

< Xu(s)
—  sXu(s) —x(07)
o 82X, (s) —sz(07) —




Solucdo de Equacdes Diferenciais
Usando a Transformada de Laplace

» Aplica-se a transformada de Laplace a equagdo diferencial
» Transformada unilateral no caso de haverem condig¢des iniciais

» Explicita-se a expressdo da transformada de Laplace da
resposta em fun¢do dos parametros de equacdo diferencial e
da Transformada de Excitacao

» Determina-se a transformada inversa para obter a expressio
da resposta no dominio do tempo



Exemplo:

Determine y(t) para

y(t) | o dy()
dt? o dt

+6y(t)

dz(t)
dt

+ x(t)



Exemplo: Determine y(t) para

2 X
P 5B 6y~ 2O g
com
a(t)=eMult) e y(0)=2 e d?iiit) =0 y(07) =1

Aplicando a Transformada Unilateral

2
TV 3 2 (s) —59(07) ~5(07)
dy(t) _
a7 sY(s) —y(07)
dx(t)

dt N——



(s> +554+6)Y(s)—sy(07) —5(07) =5y(07) = s X(s) + X(s)

1
X(s) = R —4
()= Rels)>

= (s°4+554+6) Y(s)=(s+1X(s)+ (s+5)y(07)+5(07)
e

polindmio caracteristico



(s> +554+6)Y(s)—sy(07) —5(07) =5y(07) = s X(s) + X(s)

1
X(s) = R —4
()= Rels)>

= (s°4+554+6) Y(s)=(s+1X(s)+ (s+5)y(07)+5(07)
e

polindmio caracteristico

—_——

H(s)



(s> +554+6)Y(s)—sy(07) —5(07) =5y(07) = s X(s) + X(s)

1
X(s) = R —4
()= Rels)>

= (s°4+554+6) Y(s)=(s+1X(s)+ (s+5)y(07)+5(07)
e

polindmio caracteristico

s+ 1 y(07)s + [5y(07) +y(07)]
Y(s)= o X
e 2 +5s+6
—_——
H(s)
Resposta ao Estado Zero Resposta a Entrada Zero
1 0~ oy(0~ (0~
T L0+ Byl0) +3(07)]
(s°+5s+6) (s+4) 5° 455+ 6
—_— — ——

modos naturais modo forcado modos naturais



Substituindo os valores numéricos,

s+1 25+ 11
Y(s) = +
(5) (5+2)(s+3)(s5+4)  (5+2)(s+3)
v N
-1 2 3 7 —5
_ 2 2 R
(S)—s+2 3+3+5+4 3+2+s+3
()= 13/2 3 3/2
s+2 s+3 s+4
1
y(t) = ?3672)&—367:% ge*‘“ u(t)




1
y(t) = [;e_Qt — 373t 26_4t] u(t)

Resposta ao estado zero

1 3
y(t) = [_56_2t +2e73 — 56_4t:| u(t)



1
y(t) = [;e_Qt — 373t 26_4t] u(t)

Resposta ao estado zero

1 3
y(t) = [_56_2t +2e73 — 56_4t:| u(t)

Resposta a entrada zero

Yo(t) = [767% — 5e*3t] u(t)



1
y(t) = [;e_Qt — 373t 26_4t] u(t)

Resposta ao estado zero

1 3
y(t) = [_56_2t +2e73 — 56_4t:| u(t)

Resposta a entrada zero

Resposta natural



1
y(t) = [;e_Qt — 373t 26_4t] u(t)

Resposta ao estado zero
1 3
y(t) = [_56_2t +2e73 — 56_4t:| u(t)

Resposta a entrada zero

Resposta natural

Resposta forcada
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» A estabilidade é determinada pelos modos naturais do sistema

= E funcdo da localizacdo das raizes caracteristicas
do sistema
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Estabilidade de Sistemas LIT

» A estabilidade é determinada pelos modos naturais do sistema

= E funcdo da localizacdo das raizes caracteristicas
do sistema

» As raizes caracteristicas sdo os zeros do polindmio
caracteristico

Os zeros do polindmio caracteristico sdo os polos da funcdo
de transferéncia H(s)

= A estabilidade é fun¢do da localiza¢do dos polos de H (s)



Obs: A func3o de transferéncia é a raz3o entre as transformada de
Laplace da saida e da entrada do sistema, para condicdes iniciais

nulas

y(t)

x(t)
— h(t) >

Como L{d(t)} =1, H(s) é a transformada de Laplace

da resposta ao impulso



» A resposta ao impulso é uma soma ponderada dos modos
naturais do sistema

Para polos de H(s) em s = s;,i = 1,...,n os modos naturais
assumir as seguintes formas:

e%it u(t), s; = o; reais

Sistemas Causais Si = 0; + Jw;
et cos(w; t) u(t), ! Uz—i_]. ‘

* __
;= 0i — jw;



» A resposta ao impulso é uma soma ponderada dos modos
naturais do sistema

Para polos de H(s) em s = s;,i = 1,...,n os modos naturais
assumir as seguintes formas:

e%it u(t), s; = o; reais

Sistemas Causais Si = 0; + Jw;
et cos(w; t) u(t), ! Uz—i_]. ‘

* __
;= 0i — jw;

e%it u(—t), s; =0 reais
Sistemas Anticausais oot 8; = 0 + Jw;

e?i* cos(w; t) u(—t), . ‘
8; = 0 — Jwi



» Condic3o para estabilidade: h(t) absolutamente integrével



» Condic3o para estabilidade: h(t) absolutamente integrével

Logo:
Sistemas causais:

Todos os polos de H(s) devem ter parte real negativa
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» Condic3o para estabilidade: h(t) absolutamente integrével

Logo:
Sistemas causais:

Todos os polos de H(s) devem ter parte real negativa
Sistemas anti-causais:

Todos os polos de H(s) devem ter parte real positiva
Sistemas ndo causais [h(t) existe de —oo a +0o0]

» Polos da parte causal de h(t) [h(t)u(t)] no semiplano lateral
esquerdo do plano s

» Polos da parte anticausal de A(t) [h(t)u(—t)] no semiplano
lateral direito do plano s

= Regido de convergéncia de H(s) deve conter o eixo s = jw



Exemplo: AW

s+3
Hs) = (s+1)(s—2) -3 -1 2 o

\/

Condicdo para estabilidade

R.C. —1<Re{s} <2 < Incluio =0 (eixo s = jw)

Neste caso
_2 5
H(s) = —3 2
(5) s+ 1 + s—2
~—— —~—

Re{s}>—-1 Re{s}<2




