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0 - Introducao

O que se aprende nesta disciplina?

» O que s3o sinais
» O que s3o sistemas

Como modelar matematicamente sinais e sistemas

v

v

Como e porque representar sinais e sistemas em dominios
transformados

» Como usar os modelos para prever o comportamento de
sistemas lineares

» Como usar os modelos para projetar de sistemas lineares



0 - Introducao

O que se aprende nesta disciplina?
» O que s3o sinais
» O que s3o sistemas
» Como modelar matematicamente sinais e sistemas

» Como e porque representar sinais e sistemas em dominios
transformados

» Como usar os modelos para prever o comportamento de
sistemas lineares

» Como usar os modelos para projetar de sistemas lineares

Nosso estudo inclui:

» Estudo de sinais e sistemas continuos
» Introducdo aos sinais e sistemas discretos

» Estudo de sistemas amostrados



| - Sinais e Sistemas

Sinais

» Conjunto de dados ou informac¢des
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» Modelados por fungcdes matematicas de 1 ou mais var. indep.

x(t) = cos(107t) y(t) = (t)[1 + cos(2nt)]

15 . . . . .
0 05 1 15 2 25 3

tempo (8000 x s)

» Variavel independente - ndo necessariamente tempo
» Tempo serd usado no estudo por conveniéncia.e tradicdo



Sistemas

» Sistemas fisicos ou algoritmos matematicos

Processam os sinais

v

v

Processamento destina-se a:
» Extrair informacdo
> Incluir informacgdo
» Modificar informacgdo

v

Representacdo Esquematica

a(t)

—> Sistema - »




AplicacGes de Sinais e Sistemas em Engenharia

Biomédica
Sinais gerados em 6rgdos do corpo sdo medidos para auxilio a
diagndstico
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Figure : Sinal de Eletrocardiograma (ECG)
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Figure : Sinal de Eletroencefalograma (EEG) de pessoa com eplepsia



Figure : Sinal de ressondncia magnética (angiografia)



Controle
Muitos aparelhos precisam ter o seu comportamento controlado
por sinais captados do ambiente

Concept of the "active noise control” system

o right and lo

The rotational frequency of the engine

anslatod by Toch-On!

Figure : Controle ativo de ruido (Toyota)



Bateria

Figure : Realimentag3o aclstica em aparelhos auditivos

DA



Comunicacoes

Sinais dos mais diversos tipos
sofrem transformacdes para trans-
missao por sistemas de comu-
nicacoes

» Gravacdo: reducdo de ruido, reducdo de distorcao
» Conversdo em sinal digital: amostragem, conversdo D/A
» Codificacdo: PCM, QAM, MPEG, MP3, etc.



» Transmissao:

» Modulacdo

» Convers3o em onda
eletromagnética (satélite)

» Convers3o em onda
luminosa (fibra dtica)

» Recepcio:
As transformacgbes devem
ser desfeitas

» Reproducdo:
Volume, equalizagdo, etc.



Sonar e Radar

Alteracdes nos sinais de retorno em relacdo aos sinas enviados
traduzem-se em informagdes sobre posicdo, velocidade, e
identificac3o.

Radar:
Ondas eletromagnéticas

Sonar: [q
Sender/

Ondas sonoras Receiver |

or\alna\ wave'
I |

distance r



Sistemas de Poténcia
Estudo dos transitérios devido a variagao de carga na rede.
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Figure : Transient no valor RMS em uma rede de 400V devido a partida
de um motor de indug3o.



Medidas de intensidade de um sinal

Energia de um Sinal

o
E, = / 22 (t)dt Medidas de intensidade que levam
- em conta magnitude e duragao
(Intervalo da var. ind)
Poténcia de um sinal

» Util quando E, — 0o (limy_see |z(t)| # 0)
» P, = Valor médio quadratico de x(t)



Observacoes:

» Ha sinais para os quais F, — oo e P, — o0
Exemplo: z(t) =t

» E, e P, sao medidas de “capacidade energética”
pois ndo tém unidade de energia

» P, é muito util para o estudo de sinais periddicos
e de sinais aleatdrios

(* Ver exemplo com sendides e exponencial complexa)



Operacoes Basicas Sobre Sinais
Deslocamento no tempo

w(t) = a(t —to)  (t—t—to)

z(t —to) z(t+11)

|
-
=



Escalonamento no tempo
z(t) — z(at) (t — at)

a > 1(compress3o) a < 1(expansdo)

Escalonamento

g x(2t)

Amplitude

Tempo (s)



Reversdo no tempo

x(t) — z(—t)

(t— —t)




Operagdes combinadas (transformagdo afim)

x(t) — x(at — b), a,beR

Desmembrando
—b
x(t) 2 0h) x(t —b) < (deslocamento)
x(t —b) iy x(at — b) + (escalonamento)
z(t—1)
1
x(t)
1 -1 0 1% 2
| z(2t — 1)
-1 0 1 2,
1
-1 0 i 1% 3 2




Classificacdo de Sinais

Sinal Analégico: Amplitude pode assumir qualquer valor

Sinal Digital: Amplitude restrita a valores discretos

Sinal Continuo: Definido para qualquer valor da varidvel inde-
pendente

Sinal Discreto: Definido apenas para valores discretos da

varidvel independente

Iniciamos nosso estudo com sinais analdgicos continuos



Continuo Digital

Amplitude
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Discreto Continuo Amostrado



Sinais periddicos ou aperiddicos

» Sinais periddicos
x(t)=xz(t+T,) Vt paraalgumT, >0

Menor T, que satisfaz a igualdade: “Periodo fundamental”

» Sinal aperiddico: Aquele que n3o é periédico



Sinais causais, n3o-causais e anti-causais

» Sinais causais: Sinais que n3o iniciam antes de t =0

» Sinais n3o-causais: Sinais que iniciam em ¢t < 0

» Sinais anti-causais: Sinais tais que x(t) =0, t > 0



Sinais de energia e sinais de poténcia

» Sinal de energia: Tém energia E, finita

» Sinal de poténcia: Tém poténcia P, finita

Observacoes:

» Existem sinais que ndo sdo nem de energia nem de poténcia

» Sinais praticos — de energia



Sinais pares e sinais impares

» Sinal par:

Simetria entre quadrantes (1,2) e (3,4)

» Sinal impar:
r(—t) = —x(t)

Simetria entre quadrantes (1,3) e (2 ,4)



Componentes par e impar de um sinal

Qualquer sinal pode ser decomposto assim.

rprlt)= T ) = )
ml’mpar(t): x(t)Qx(t) — xl’mpar(_t) - _xfmpar(t)

() = Tpar(t) T Timpar(t)
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Modelos Uteis de Sinais

1) Degrau Unitério

» Modelagem de variagGes abruptas
» Modelagem de funcdes contendo pulsos

» Modelagem de fungdes limitadas no tempo

v



Exemplo:
Utilizac3o do degrau unitdrio para a representacdo de sinais

0 1 2 7
@1(t) = Ar[u(t — 1) — u(t — 2)]

ZTo (t)
Ay |77 g

0l 1 2 i

2a(t) = Aot[u(t) —u(t — 1)] — Aot — 2) [u(t — 1) — u(t — 2)]



2) Impulso Unitério (Impulso de Dirac)
Funcional definido a partir de suas propriedades

Propriedades do impulso unitério

2) 6(t) = 0, £ £0
/ 5(t) dt = 5(t)dt:1

o

Q) /_OO 2(8)5(t — to) dt = /t_o ()5 (t — to) dt = 2(to)

5(¢)

1

\/

ol t



Relacdo entre degrau e impulso unitdrios

du(t)

u(t) = /_ srydr o) =



3) Fungdo Exponencial

x(t) = e*, s =0+ jw, j=v-1

» s=0 z(t) = ket =k (constante)
> s=0 (w=0) x(t) = e’ (exponencial monoténica)
» s=jw (0=0) 2(t) = e = cos(wt) + jsen(wt)

» s =0+ jw — x(t) = e’[cos(wt) + jsen(wt)]



Regides do Plano s

w=1Im{s}
A

~Plano s

»

V o = Re{s}

expohenciaig decrescentes”
‘exponenciafs cresecentés .

regime permanente senoidal



Sistemas

Processam Sinais
» Modificam com alguma finalidade
» Modificam indesejavelmente

» Facilitam a extrac3o de informacdes

Podem ser implementados
» Em hardware (usando componentes fisicos)

» Em software (algoritmos numéricos)



Representacdo como blocos (entrada/saida)

z1(n) ] L s )
zo(n) —

z3(n) ———* Sistema > »®)
ZN(”) % ——> yM(n)

O estudo de sistemas engloba

» Modelagem matematica
> Aniélise

» Projeto (Sintese)



Classificacdo de Sistemas

1) Linear

1 (t) — U1 (t;

$2(t)—>y2(t }=>a1x1(t)+a2x2(t)—>a1y1(t)+a2y2(t)

Resposta de um sistema linear

Resposta a entrada zero
+
Resposta ao estado zero



Exemplo: y(t) =2tz(t — 1)

xl(t) — yl(t) = 2t$1(t — 1)
l’g(t) — yg(t) = 2tIL’2(t — 1)

Portanto,

al IEl(t) + a9 l’g(t) —2t [a1 € (t — 1) + as .CEQ(t — 1)]
=a1y1 (t) + a9 yg(t) (Linear)



Exemplo: y(t) = z(t) + 1

Portanto,

aq 1‘1(75) + a2 xg(t) —a1 T (t) + a9 xz(t) +1
# a1 y1(t) + a2y2(t) (N3o Linear)

OBS: Este sistema é incrementalmente linear.



Exemplo: y(t) = 2%(t)

Portanto,

a1 71(t) + az 22(t) —[a1 z1(t) + a2 z2(t)]?

# a1 yi(t) + a2 y2(t)

(N3o Linear)



2) Variante ou invariante no tempo

z(t) = y(t)

= Invariante no tempo
z(t —to) = y(t —to) P



2) Variante ou invariante no tempo

z(t) = y(t) = Invariante no tempo
x(t —to) = y(t — to)
Exemplo: y(t) = sen[z(t)]

x(t) — y(t) = sen[z(t)]
x1(t) = x(t — tg) — y1(t) = senlz(t — to)] = y(t — to)

= (Invariante no Tempo)



Exemplo: y(t) = sen(t) z(t — 2)
z(t) — y(t) = sen(t) z(t — 2)
z1(t) = x(t — to) — y1(t) = sen(t) x(t —to — 2) # y(t — to)
Porque y(t —ty) =sen(t —to) z(t — to — 2)

= (Variante no Tempo)



3) Instantdneo (sem meméria) ou dindmico

y(to) depende “exclusivamente” de z(tp) — sem memdria



3) Instantdneo (sem meméria) ou dindmico
y(to) depende “exclusivamente” de z(tp) — sem memdria
Exemplo: y(t) = (t — 3) z(t)

y(to) = (to — 3) z(to)

y(to) depende de x(t) apenas em t =ty = (Sem Memoria)



3) Instantdneo (sem meméria) ou dindmico
y(to) depende “exclusivamente” de z(tp) — sem memdria
Exemplo: y(t) = (t — 3) z(t)

y(to) = (to — 3) z(to)

y(to) depende de x(t) apenas em t =ty = (Sem Memoria)

Exemplo: y(t) = (t —3)z(t + 1)
y(to) = (to — 3) z(to + 1)

y(to) depende de z(tp + 1) = (Com Memdria)



Exemplo: Resisténcia constante (sem memoria)
v(t) = Ri(t) Entrada: i(¢t), Saida: v(t)

i(t) = Go(t) Entrada: v(t), Saida: i(¢)



Exemplo: Resisténcia constante (sem memoria)

v(t) = Ri(t) Entrada: i(¢t), Saida: v(t)

i(t) = Go(t) Entrada: v(t), Saida:

Exemplo: Capacitancia constante (com meméria)

i(t)



4) Causal ou n3o-causal
Sistema causal ndo é antecipativo:

= y(to) depende apenas de x(t), t <ty



t
Exemplo: y(t) —/ 23 (r—1)dr

—00

y(to) depende de z(t) em (0o, ty — 1] = (Causal)



t
Exemplo: y(t) —/ 23 (r—1)dr

—00

y(to) depende de z(t) em (0o, ty — 1] = (Causal)

Exemplo: y(t) = 322(t — 1) + 22(t + 3)

y(to) depende de z(t) emt =tg— 1 et =1y+ 3 = (Nao Causal)



5) Invertivel ou n3o-invertivel
z(t) = y(t)
E possivel determinar z(t) unicamente a partir de y(t)?

= Invertivel



Exemplo: y(t) = 4x(t)

x(t) pode ser determinado unicamente a partir de y(t) (Invertivel)



Exemplo: y(t) = 4x(t)

x(t) pode ser determinado unicamente a partir de y(t) (Invertivel)

Exemplo: y(t) = 22(t)

z(t) = £/y(t)

(N3o Invertivel)



6) Estavel ou instavel (BIBO - Bounded Input Bounded Output)

Estavel: qualquer entrada limitada — saida limitada



Exemplo: y(t) = e~ 1*®)

ly(t)] < oo para qualquer z(t) (Estavel)



Exemplo: y(t) = e~ 1*®)

ly(t)] < oo para qualquer z(t) (Estavel)

Exemplo: y(t) = tx(t)

tlim y(t) > oo se x(t) =K (Instavel)



Exemplo: y(t) = e~ 1*®)

ly(t)] < oo para qualquer z(t) (Estavel)

Exemplo: y(t) = tx(t)

tlim y(t) > oo se x(t) =K (Instavel)

OBS: Para instabilidade basta encontrar um exemplo. Sistemas
estaveis sdo estaveis para qualquer x(t).



7) Continuo ou discreto
Continuo: Entrada e saida s3o sinais continuos

Discreto: Entrada e saida s3o sinais discretos



7) Continuo ou discreto

Continuo: Entrada e saida sdo sinais continuos
Discreto: Entrada e saida sdo sinais discretos

8) Analdgicos e Digitais

Analégicos: entrada e saida sdo sinais analégicos

Digitais: Entrada e saida sdo sinais digitais



lI- Analise no Dominio do Tempo de Sistemas LIT

» Estudo de sistemas caracterizados por eqs. diferenciais
lineares com coeficientes constantes

dVyt) | dVly() dy(t)
dtN alw‘f—...ﬂ—aj\]il dt +CLNy(t)
dMz(t)  dM~lx(t) dx(t)
= by G +b1 1 +. . Fby—1 at +bprx(t)



v

v

v

v

Casos de interesse pratico: N>M

dx(t
Se M > N, y(t) sera fungdo de Zi ) e de

suas derivadas — Nao é Bom

Sistemas diferenciadores s3o instaveis
u(t) — 6(t)
A saida é proporcional a derivada do sinal de entrada
» Sinais rapidos — saidas elevadas

» Amplificam ruido de alta frequéncia e prejudicam a RSN em
vdrias aplica¢des



Solucdo da Equacao Diferencial

Operador diferencial:

usando na equagdo (com M = N):

(DN + ay DV 4 4 an_1D 4 an) y(t)
Q(D)
= (boDN + 0DV 4 4 by 1D+ by) z(t)




2 partes da solugao
» Solugdo da eq. homogénea (z(t) =0) — yo(t)
» Solugdo particular — y,(t)
y(t) = yo(t) + yp(t)
com constantes determinadas pelas condi¢coes auxiliares
Decomposicao Alternativa

» Resposta a entrada zero
x(t) = 0+ condi¢des auxiliares  (apenas solugdo homogénea)

» Resposta ao estado zero
Resposta completa com condicdes auxiliares nulas
(solugdo homogénea + solugdo particular)



Resposta a Entrada Zero

(DN + DNV 4an_1D+an)yo(t) =0, Vi
» (D) é um operador
> yo(t) deve ter a mesma forma de suas derivadas
= yo(t) = ce™, seC

» Aplicando o operador



v

v

v

Substituindo na equacdo
(sN+a1sV T 4. tan_15+an)ce =0 (agora é produto)

cQ(s)e =0
Q(s) ndo é funcdo de t
A equacdo deve valer para todo t

Solugdes:
Yo, (t) = cre®*t k=1,...,N

com sy, tais que Q(s)| =0

S§=S5k



» Q(s) = sV +a;sV "1 + ...+ ay: Polindmio caracteristico

» Raizes s; de Q(s)

» Valores caracteristicos

» Autovalores
» Raizes caracteristicas
» Frequéncias Naturais
...do sistema
» Exponenciais e®*!, k=1,... N

» Modos caracteristicos
» Modos naturais
» Modos
...do sistema



Se as N raizes s3o distintas

sNt

et' ... e sdo solucgoes distintas

Essas solugdes formam um sistema fundamental de solugdes

= Solugdo geral

yo(t) = c1 et + o e .. F ey et




O que acontece no caso de raizes duplas?

Eq. diferencial homogénea

d?y(t dy(t
dtg)—i-a di)—i-by(t):O

t

» y(t) = ce® é solugdo da equagdo

» Equacdo caracteristica
c(D?+aD + b)est =0

= s2+as+b=0



» Raizes duplas quando

1

A=a’>—4b=0 :>b:Za2
= —_g _ st __ —2¢
s1=-5 € y1(t) = 1€’ = cre” 2

» Como obter uma 2% solu¢ao para compor a solugao geral?

» As duas solucdes devem ser linearmente independentes

a1 y1(t) +azy2(t) =0 sss ap =ay=0



Teorema: A solugdo y(t) = c1 y1(t) + c2 y2(t) é uma solugdo geral
da equag¢do homogénea

d?y(t)
a2

50 P 4 gty y) = 0

em um intervalo I do eixo t se e somente se o quociente
y1(t)/y2(t) ndo for constante em I, mas depender da variavel
independente t



» Logo, devemos ter
Y2(t) = c29(t) y1 (t)
» Substituindo y4(t) e y4(t) na eq. diferencial e rearrumando,

S [(0) + ar (1) + 1 (1))

A
+¢' ) [201(t) +ay(t) ] + 6" () yi(t) =0
B



SO [(0) + ari (1) + 1 (1))
A
FO[2040) + )] + 6 (D1 (1) = 0
B

» A =0 porque y;(t) é solugdo da eq. dif. homogénea
> Substituindo y1(t) = cie 2! e ¢/} (t) = —%cie” 2 em (B),
vemos que B =0

» Logo ¢(t) é dado pela solugdo de

¢"(t)y(t) =0




v

v

Para ¢"(t) y1(t) =0 Yy (t)
¢"(t)=0  ou o(t) =t

Assim

ya(t) = c2 testt = oty (t)

Solugdo geral para raizes duplas em s = s

yo(t) = (c1 + cat) !
A anélise pode ser estendida para raizes de multiplicidade k

As solucdes serao

€Slt, t(islt, t2 eslt, . tk_l 6512‘,



Resposta ao Estado Zero

Representacdo de sinais em termos de impulsos

Dadas as propriedades do impulso unitdrio, sempre podemos
escrever




Resposta de um sistema LIT ao impulso unitario

— Sistema - e

o(t) — h(t) (resposta ao impulso)



Resposta de um sistema LIT ao impulso unitario

x(t) y(t)

— Sistema e

o(t) — h(t) (resposta ao impulso)

t—r) — h(t —T) (inv. no tempo)



Resposta de um sistema LIT ao impulso unitario

x(t) y(t)

— Sistema e

o(t) — h(t) (resposta ao impulso)
S(t—T) — h(t — ) (inv. no tempo)

x(T)o(t —7) — x(T)h(t —T) (linearidade)



Resposta de um sistema LIT ao impulso unitério

z(t) y(t)

—> Sistema e

o(t) — h(t) (resposta ao impulso)
t—r) — h(t — ) (inv. no tempo)

x(T)o(t —7) — x(T)h(t —T) (linearidade)

/ z(T)d(t — 7)dT — / h(t — 7)dr (linearidade)



Resposta de um sistema LIT ao impulso unitério

z(t) y(t)

—> Sistema e

o(t) — h(t) (resposta ao impulso)
t—r) — h(t — ) (inv. no tempo)

x(T)o(t —7) — x(T)h(t —T) (linearidade)

/ z(T)d(t — 7)dT — / h(t — 7)dr (linearidade)

x(t) — y(t) = /OO x(T)h(t — T)dT

—00

Integral de convolugdo



Troca de variaveis

y(t) = /_Oo 2(F)h(t — 7)dr = /_OO h(F)a(t — 7)dr

y(t) = x(t) « h(t) = h(t) * x(t)



Célculo da integral de convolugao

i) xz(t) —  x(n) (troca do nome da variavel)



Célculo da integral de convolugao

i) xz(t) —  x(n) (troca do nome da variavel)
i) h(t) —  h(t—71)

a) t—T = h(t) = h(7) (troca do nome da varigvel)



Célculo da integral de convolugao
i) xz(t) —  x(r) (troca do nome da varidvel)
i) h(t) —  h(t—71)
a) t—T = h(t) = h(7) (troca do nome da varigvel)

b) 17— —7 = h(T) = h(-7) (reflexdo)



Célculo da integral de convolugao

i) xz(t) —  x(n) (troca do nome da variavel)

i) h(t) —  h(t—71)
a) t—T = h(t) = h(7) (troca do nome da varigvel)
b) 17— —7 = h(T) = h(-7) (reflexdo)

o) T—oT—t = h(—7) = h(t—71) (deslocamento)

iii) Para cada valor de ¢

a) Calcular z(T)h(t — 1)
b) Integrar o produto de 7 = —oco a 7 = +00

Resultado: y(t)



Exemplo: x(t) = e~ %u(t), a>0; h(t)=u(t)

(7) h(r)
1 N
d r o 2
Ah(=7)
11
0 2
h(t—T)
—I ,,,,,,, 1
L (0 =20 < h() 0 ;
1




Solucdo analitica

1, t>0
0, t<0

1, t—7>0 ou 7<t
0, t—7<0 ou 7>t

h(t—T):u(t—T):{

e 0<Tt<t (x(r)=0,7<0)
x(T)h<t_T)_{O T<0 e 7>t



o) = [
y(t) = *%6“”
o) 2(1 e u(t)

u(t) porque y(t) =0,t <0



Propriedades de Sistemas LIT

Comutativa




Distributiva

x(t) * [h1(t) + ha(t)] = x(t) * hi(t) + z(t) * ha(?)

hi(t)

ha(t)

R (t) + ha(t)




Associativa

x(t) * [h1(t) * ha(t)] = [x(t) * h1(t)] * ha(t) = x(t) * hy(t) * ha(t)

a(t) w(t) y(t)

— (1) > ho(t) —

—  hy(t) xha(t) p——

— h2 (t) > hl (t) ——




Sistema LIT sem memdria
Para que o sistema seja LIT e sem meméria

y(t) = /_OO W)t — ) dr = K o(t), Valt) e K = cte

= h(7)=0, V7#£0
Para h(7) =0, V7 #0
ot o+

vt = [ )t dr = o(t) / hr)dr = K 2(1)

0-

= [n(t) = Ko(t)

Obs: Para K =1,h(t) = 4(t)

= ‘a:(t) x0(t) = xz(t) ‘




Invertibilidade de sistemas LIT

h(t): Resposta ao impulso do sistema
hi(t): Resposta ao impulso do sistema inverso

(t) y(t) a(t)

— A > ()

—  ht)xhi(t) P——




Exemplo:
y(t) = x(t —tg) (Sistema atraso ideal)
h(t) = d(t —to)

Como y(t) = x(t) * h(t) = z(t) * 6(t — to) = z(t — to)

Convoluir z(t) com um impulso
desloca z(t) para onde ocorre o impulso

Sistema Inverso hy(t) xy(t) = hy(t) xx(t —tg) = x(t) t— 1+t

= [hr(t) = 8(t + t0) |




Causalidade de sistemas LIT

Emt=tg

y(to) = =(t) * h(t)

- / " a(rh(ty — T)dr

t=to —00

Para que y(to) independa de z(t) para ¢t > ¢

:>‘h(t0—7'):0 para T>t0‘

Fazendo a troca de varidveis t =t — 7

={h(t) =0, t<0]




Estabilidade de sistemas LIT (BIBO)
x(t) limitado = ‘x(t)’ < B Vt, e para B finito

Estabilidade: |y(t)| < oo, Vit

tﬂ:‘/whﬁW@—TMT

<B/ T)|dT < 00

< [ it = nlar

—0oQ

Como B <

/mMMﬁ<m

— 00

= h(t) é absolutamente integravel



Relacdo entre Resposta ao Impulso e ao Degrau
5ty —  h(t)

u(t) — s(t) (Notagdo)

s(t) = u(t)  h(t) = / h(r)ult — 7)dr

—00

Como u(t — 7) = 0 para 7 > t,

Do Calculo




Resposta Completa do Sistema LIT

Sistema de ordem N (Eq. diferencial de ordem N)

N
(t) = ke x(t) + h(t)
Y ; k AN

Resp. ao estado zero

Resp. a entrada zero

Obs: Com eventuais alteracdes na resposta a entrada zero no caso
de frequéncias naturais multiplas
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