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BACKGROUND

B.1 NUMEROS COMPLEXOS
B.1.1 Definigcdes e Operagoes

N={0,1,2,3,...} (naturais)
Z={..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} (inteiros)
Q={a/b|labeZ,b#£0} (racionais)
R=QUI (R: reais, 1I: irracionais, Q N1 = 0)

Temos que N C Z C Q.
Vamos agora definir o conjunto dos niimeros complexos:

C ={(a,b) | a,beR}

Assim, C nada mais é que o plano real R?.
Seja z = (a,b) um ntimero complexo (a: abscissa, b: ordenada).
Graficamente, veja a Figura B.1.
Dados z1 = (a,b) e z; = (c,d), escrevemos z1 =z, quandoa=c e
b=d
z1+2z =(a+c,b+4d) (soma)

—z1 = (—a,—b) (oposto de z7)
21K = Kz; = (Ka, Kb), para todo K € R (produto escalar)

21—z 221+ (—2z2) = (a,b) + (—¢,—d) = (a—c,b—d) (diferenga)

Note que z1 —z7 = (0,0) £ 0 e C (zero complexo), —z1 = (—1)z71 e
z1 = 1z7. Denominamos

j=1(0,1)

de unidade imagindria (veja a Figura B.2).
Note que R estd “contido” em C, pois

xeR < (x,0) eC.
Em particular,

leR< (1,0) e C.
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B.1 NOUMEROS COMPLEXOS

Logo, z = (a,b) € C pode ser escrito como

x(1,0)
z=(a,b)=a(1,0) +b(0,1) “=" a+jb
“="TER =jeC

Denominamos a de parte real, b de parte imagindria de z, e escrevemos

Re(z)

a
Im(z)=Db

Dizemos que z é real quando Im(z) = b = 0, e que z é imagindrio
quando Re(z) = a =0.
Logo, se z1 = a+jb e z; = c+jd, entdo

z1+2z2 =(a+c)+j(b+d)

—z1 =—a+j(—b)=—a—jb

Kz = Ka + jKb, para todo K € R
z1—zp=(a—c)+j(b—d)

Agora, vamos definir o produto (ou multiplicagio) de niimeros com-
plexos. Se z1 = a+jb e z; =c+jd, entdo

‘21 z; = (ac —bd) +j(ad + bc) ‘ (produto ou multiplicagdo)

Note que j> =j-j = (—1,0) “=" =1 e

[l
2123 = (a+jb)(c +jd) = ac +jad + jbc +j% bd
= (ac—bd) +j(ad + bc)

Se z = a+jb # 0, definimos

1 a jb
"~ a?+b?  a?+4b?

(inverso de z # 0).

Se 21,22 € C com z; # 0, definimos

z21/z22 = 21 z;] (quociente).

Assim, z7! =1/z.
Note que, se z1 e z; sdo reais e K € R, entdo z1 + z2, z1z; e Kz
coincidem com as operag¢des usuais em R.
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Propriedades

Sejam z1,z;,z3,z4 nimeros complexos e K, K7, K, € IR. Entao:
Adigéo:
(i) z1+2z2=2z2+21 (comutatividade)
() z1+ (22 +23) = (21 +22) +23 (associatividade)
(iii) z1 +0 = zy (0 = (0,0) é o elemento neutro)

(iv) z1+(—z1) =0 (—z1 é 0 oposto de z1)

Produto Escalar:

(i) K(z1 +22) = Kzy + Kz

(i) (K1 +Kz)z1 =Kiz1 +Kzzg
(i) (K1K2)z1 =Ky (Kzz7)

@iv) 1-z1 =29

Multiplicagédo:

(i) z1z2 = 2229 (comutatividade)

(i) z1(z2z3) = (z122)z3 (associatividade)
(iii) 1z1 = z4 (1 = (1,0) é o elemento neutro)

16 0 inverso de z; # 0)

(v) z1z;' =1 (zy
(v) z1(z2 +23) =2z122 + 2123 (distributividade)
wi) (z1z2) 7' =27'25 ", 21 #£0,22 #0

Z1 Z3 Z12Z3

(vii) Z Z:E’ 22 #0,24 #0

Seja n > 1 um ntmero natural e z € C. Definimos

N=z-z-...-z e 20 =1
H—/

nvezes

Sejam z1 =2+j3 e z; =1 —j4. Entéo:

® z1+2=3—j, z1—z2=1+j7
® 521 =10+4j15
b —221 :—4—j6

i 2 3 2.3 1
.Z]

=y Ipi - i

z E 13
o 2 =212 = (24j3)2+j3) =4+j6+j6—9 = —5+j12

o 23 =2%2) = (-5+j12)(2+j3) = =10 —j15+j24 — 36 = —46 +j9

z _ 1 ) . 1 o .
22— 227! (1-§4)(2—33) = 5 (2—j3—j8—12) = {5 (=10 —j11)
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Se z = a+jb, definimos (veja a Figura B.3)

(complexo conjugado de z)

lz| = Va2 + b2 (mddulo ou valor absoluto ou magnitude de z)

Plano Complexo
T

1+ . xd ? b e z -
T o} —--TR. ) * .............. a_.,
/’// E \\\\\ z
1 (] — | -b . Bl
-2 1‘5 i 0‘5 Reéz) 0‘5 ‘1 1‘5 2
Figura B.3: Complexo Conjugado de z.
Note que
—z=—a—jb
z¥ =a—jb
—z* = —a+jb = (—2z)*
z+2z" =2a = 2Re(z) = |Re(z) = ZZZ
z—2* = 2jb = 2jIm(z) = |Im(z) = Z;jz
2l = Iz = | =2l = |(—2)"]
Seja z = a+jb # 0. Entdo,
_ a . b a b 1 . z*
1 = —5(a—jb) =

S@ee? Jarel R R F
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Logo,

*

1 z

z = .
|z|2

Assim, se |z| = 1 (mddulo unitario), entdo H

*
-1 Zy Z1 1 %
= Z1 ST =T321Z
<|22|2> 2y |za2T'?

Observacao 2

SE
I
n
W

zz* = (a+jb)(a—jb) = a® —jab +jab —j*b? .-

zz" = a? +b% = [z

a)z=3+j4
¢ =3—-j4
Izl =32 +42=5 - |z2>=25
4z 1 . 3 .4
z 2 - =505
245 243 % 1 1
j i1 . . . .
bz, =) 27 L 1 = (243)(3—74) = —(10—i5
)m=gg = T = Q)B4 = 5(10-55)
ou
245 24§z¢ 24 3—j§4 10—i5 1 .
2= 2z 314 3-7 iz 0P
1
Obs2

9j =01
7 =(0,-1) =

il =v0%2+12 =1

Propriedades

. Z1 1z1]
() lz1z2l = Iz1llz2l, e =

—|=——sezy #0
2| lz2]

(i) (z1+2z2)* =2z] +25

(iii) (z1z2)* =zjz5
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(vi) zz* = |z|2

(vii) (z*)* =2z
(viii) z =2z* < z é real, ou seja, Im(z) =0

(ix) z = —z* & z é imagindrio, ou seja, Re(z) =0
B.1.2 Exponencial Complexa

Relembre a fun¢do exponencial real (veja a Figura B.4):

f(x) =e*€eR, xelR.

Fun??0 Exponencial

3 T T

-0.5

T
4
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
T
|
|
|
:
|
+
I
1
I
1
I
1
I
1

15 L L L L L I I
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura B.4: Fun¢do Exponencial Real.

Propriedades
(i) e =1
(ii) e* > 0 para todo x € R

(i) O<e*<Tsex<O
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(iv) e*>1sex >0

de* N
v) dx
(vi) lim e*=0 lim e* =400
X——00 X—>+00
(vii) e(¥TY) = eXey
1
-1 _ o
(viil) (e*)™' = = e~
eX
ix) — — e(x—Y)
(ix) = e

() (e¥)¥ =e*¥

Se z = a+jb, definimos a exponencial complexa por

e = e%I® — e%(cosb +jsenb) € C|

Logo, se z = jb (imagindrio), entdo

e? =e/® =cosb+jsenb| (formula de Euler)

E, se z= a (real), entdio e* = e®
4 4
exp. exp.

complexa real

Propriedades

() e® =1

(ii) e* # 0 para todoz € C
(iii) elz1122) = eZ1e%2
(iv) (e3) ' =e 7

Z1
) L — elz1—22)
ez2

(vi) (e/®)* = e I®, pois (e/?)* = cosb —jsenb = cos(—b) +jsen(—b) = e P
(vii) (e%)* =el#)
(viii) |e@tIP| =ea, |eiP| =1

(ix) e =14 z=j2nm, onde n € Z (inteiro!)

(x) eFINT = _1 se n é inteiro impar

i) etinF = )T sen=15913,...

Fj sen=3,7,11,15,...

(xii) lim e(®H®)t = lim e%(cos(bt)+jsen(bt)) =0 se a <0
t—+o0 t—+o0
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B.1.3 Forma Polar
Veremos que todo z € C pode ser escrito como z = |z|e}“Z. Considere

o namero complexo z = a+jb, com a > 0,b > 0 (1° quadrante!).
Graficamente, veja a Figura B.5.

z=atjb

25 T
ot '
' z=(a,b)
1 I A
151 1 Pid 4
I e
1 Phe
h _ .
i 1 r _JZI . 7
1 - s
o ! - ‘< o
05 2 Quadrante 1 .-~ 1 Quadrante 1
1 . -
- 1 . -
O e e L I >
1
1
-051 3" Quadrante ! 4" Quadrante b
1
1
e ' il
1
1
-15 1 ,
1
1
-2 ! 4
-25 1 L L L L L L
-6 -4 -2 2 4 6

0
Re(z)

Figura B.5: Forma Polar.

Assim,
=zl = Va? + b2 (médulo de z)
/z=tan"! (E) (angulo de z)

180
Zz em graus = 747, em rad

E facil ver que

a=rcos’sz

b=rsen”/z

Logo,

forma candnica ou retangular

1
z=a+jb=rcosZz+jrsen/z = r(cos Lz+jsen /z)

z =T1e4% = |z]ef 47 (forma polar)
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Agora, seja z = a +jb (em qualquer quadrante!). Note que z =
|z|e 4% = |z]el (£2H2n7T) 1 inteiro. Desse modo, z possui infinitos Angu-
los. Relembre que el® =1 < 0 = 2K7, com K inteiro. Logo,

‘61 e 0, sdo dngulos de z < 01 = 02 + 2K, com K inteiro‘

Definimos o valor principal de z como o tinico angulo 6 com —mt < 0 < 7
(em rad), ou —180° < 0 < 180° (em graus), tal que

z = |z|e®

Temos que (veja as Figuras B.6-B.13):
—1(b
0 =tan"'(2) se a >0 (1° ou 4° quadrante)
0= tan*1(%) +m sea<0eb>0(2° quadrante)
0 =tan '(2) —7 se a < 0eb <0 (3° quadrante)
0=% sea=0eb>0
0=—-7 sea=0eb<0
_1/b ..
0 =tan '(2) =0 se a > 0e b =0 (real positivo)
0 =7 se a <0eb =0 (real negativo)

0=0sez=0

10
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Plano Complexo
15 T
4
1 z
1- 1 1 _ . -
1 _ -
X -
: //////
05 : - -7 |
! - - o
| 8 =45« +14 rad
L
LN R ]
[
: / 6=-45". -T4rad
1 S~
-05} X ol N i
! S~ ~
l .
1 T~ z*
-1k 1 -1 T e -
1
1
-15 1 1 I
0 0.5 1 15
Re(z)
Figura B.6: 1° ou 4° Quadrante.
Plano Complexo
15 T
L |
0.5+ -
+314 rad
[ R i e i »>- -
-0.5 -
b |
-15 1 1 1 1
-1 -05 0.5 1

Re(z) ’

Figura B.7: 2° Quadrante.
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Plano Complexo

15
A
1
1
1+ | g
1
1
I
0.5+ : -
1
1
1
_l 1
or """""""""""Z'r‘)‘ """"""" >
-7 1 8=-135. -3w4rad
- 1
e - 1
-051 7 : i
_ 7 - 1
- I
.z '
b ' [ i
1
1
-15 L L L L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1
Re(z)
Figura B.8: 3° Quadrante.
Plano Complexo
15 T T T
A
1
1
1 ° 1 -
1
1
I
0.5+ : -
1
! o
! 0=90" - 12 rad
OF m o o e e S e
1
1
|
-0} X 4
1
1
|
-1+ 1 .
1
1
-15 L L L L L L L L L L
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

I%e(z)

Figura B.9: Imaginério positivo.



Im(z)

Im(z)

B.1 NOUMEROS COMPLEXOS

Plano Complexo

15 T T T
4
1
1k | B
1
1
I
1
0.5+ | -
1
1
:
i ’{_:7 """"""""" >
! 0=-90" -12 rad
1
—05F X B
1
:
1
-1+ 7 _l -
1
-15 L L L L L L L L L L
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Re(z)
Figura B.10: Imaginéario negativo.
Plano Complexo
T
1+ A -
1
1
1
1
1
1
1
:
1
05 | B
1
1
1
1
I
1
! 6=0"- Orad +1
T e
1
1
1
1
1
1
1
:
-0.5 1 1 L L
-0.5 0 0.5 1
Re(z)

Figura B.11: Real positivo.
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Plano Complexo

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Re(z)
Figura B.12: Real negativo.
Plano Complexo
L a |
0 06=0"- Orad
_________________ R §
05 o o5 I
Re(z)

Figura B.13: Zero.

14
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\ Calculadora HP

e A HP converte automaticamente forma polar +— forma carte-
siana;

e A HP ja fornece automaticamente o valor principal 0 de z;

* Verifique se na HP esté setado graus ou rad!

(na HP é direto!)

@ z=2+j3 = 1° quadrante
|2l = V22 4+32 = V13

0 — tan—‘<3> —56.3° «+— — 563 = 0,9826 rad

2 180°
oz = /13ej0,9826 =13 ej56.3°
[
cuidado!

@ z =—2—j5 = 3° quadrante

2l = \/(—2)2 + (—=5)2 = V29

”i(: (—1,9513) = —111.80°

0 —tan_]<j> —m=-1,9513 rad «—

2 =1/29e 319513 _ /29 —i111.80°

@ z=2e /3
z = 2(cos(7t/3) —jsen(n/3)) = 2 cos(m/3) —j2 sen(m/3)
L 2=1-j1,7321

@ oIm/2 _ cos(mr/2) +j sen(m/2) =
=0 =1

Seja z = |zle)<Z. Entdo,

z=a+jb = |z|(cos Lz +jsen /z) = |z| cos Lz + j|z| sen Lz

" ‘a: |z|cos Zz, b= Izlsenéz‘

Propriedades | Seja z = a +jb = |z]e} 4.

—jLz

@) [zF = |zle
pois z = |z|[(cos Zz + jsen /z)
e z* =|z|(cos Lz —jsen /z) = |z] (cos(—éz) +j sen(—éz))
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(ii) Se z # 0, entédo

I S I
> |z

(iii) Se z1 = |z1]€)4%1 e 2, = |z5|e1472, entdo

2123 = |z1llzad FBIHEE) | (L 2y = (—1)z7 = |z9] 421 H))

2 _ 2l isz—zza)
z2  z2|

(iv) |z = |z|"e™4Z |, n > 0 inteiro

v) |zl =1 & z = &/“# | (veja a Figura B.14)

15

05

ORI i
g 0
-0.5 -
-1 B
1
-15 L L L 1 1
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Re(z)
Figura B.14: Propriedade (v).
Dica
e + e —:forma cartesiana

* X e -+ :forma polar
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() z1 =245 = z1 =5,3851e7081986" — |7, lej<z1°
2y =347 = 2y = 3,1623e)184349° — |z,|e1 422"

" z1+z2=5+j6
2122 = |z1]lza|e) (€51 7422) = 17,029486,6°
Z1 — @ej(émféh) _ 1,70296549’80
z;  zal

(i) z=1—j2 = 2 =2,2361e1634349° — |z]g 4%’

CogF = |Z|e—j42 — 2, 2361 e]'63,4349°

N 063,4349°

TES T T 2,261
2% = (2,2361)%¢15-634349° _ 55 9057 1317,1745°

valor principal

z

s
— 55,9057 ej42:8255°

Considere a funcdo complexa X(w) da varidvel real w > 0:

24w
© 3+j4w

X(w)

€cC, w>=0 real

(i) Encontre Re (X(w)) e Im(X(W)).
_ 2+jw 3—j4w  (6+4w?) —j5w

Solucgdo: X(w)

T 344w 3—j4w 9+ 16w?
6 + 4n? . bw
XW) =596z Io 162
6+ 4w? —5w
) e(X(w)) 9 + 16w? (X(W)) 9+ 16w?

(ii)) Encontre |X(w)| e ZX(w).
1° quadrante

2 . /4 2 j’tan*1 (w/2)
Solugao: X(w) = tw twe

3 +jdw V9 + 16w2eitan ! (4w/3)
S

1° quadrante

44w (o )
X(w) = 9_:'1%6] (tan~" (w/2)~tan~" (4w/3))

Xwl = /54

ZX(w) =tan ' (w/2) —tan" ' (4w/3)

17



B.1 NOUMEROS COMPLEXOS

B.1.4 Radiciagdo

Seja z # 0 e n > 1 inteiro. Existem entdo n ntimeros complexos
Wo, W1,...,Wn_1 tais que

we=z, k=0,1,...,n—1

Neste caso, dizemos que os wy's sdo raizes n-ésimas de z, e escrevemos

Assim, resolver
Yz ou z'/™ (raiz n-ésima de z # 0)
significa encontrar os n wy’s tais que wi; = z.

p valor principal

Pode-se mostrar que se z = |z|e)®, entdo

wy = |z|V/mel@H2mk)/m e 01, n—1

L
= W (real!)

O ntmero complexo wy (k = 0) é denominado de raiz principal de

z #0.
Quando n = 2, escrevemos z'/? = /z (raiz quadrada).

@ Resolva
("2 =y=1 = z=—1len=2

Solugdo: z=—1= Izle® = 16" = |zl =1,0 =n
Wy = |2]1/26(0+27K) /2 _ [Tl (m+2mk) /2y g 4

wo = 167/2 =j (raiz principal) = (V3T = 4

Logo,

wiy = 1e)37/2 — o—j90° — —j
Verificacio: j2 = —1
(=) (=) =j* =1

18



.. (veja a Figura B.15)

15

Parte Imagin?ria
°

-15-

B.1 NUMEROS COMPLEXOS 19

Resolva
(—8—j8v/3)1/4

Solucdo: n =4 e z=—8—j8V/3 =|z]e)® = 16e7127/3
wy = V16el0F2mR/4 e = 0,1,2,3

wo =270 =\/3—j (raiz principal)

wy =273 =143V3

wy = 2576 = /34

w3 =243 = 1 -35V3

(-8-j8v3)L4

-2

1
! ° W
1
\ /
1 ,/
1 /
| ,
1
.\9)2 1 ,/
RN 1 ;
~ X ,
\\\ 1
Tl 180 T
T~ 1
1,
________________________ \7[( _—— - - - — — = == = - == - -
1
1
1 ~
1 RN
/ 1 \\‘\
S0 c1200 0 Tl
1 ~
’ 1 \.L“"O
// I
7/ 1
7 1
/ !
/
. 1
[ !
L L L 1 L L L J
-15 -1 -05 0 05 1 15 2
Parte Real

Figura B.15: Exemplo 2.



B.2 SENOIDES

B.2 SENOIDES

Considere a sendide

Cuidado! Graus é apenas para

graus ou rad ~> o - o
r facilitar a visualizagao.

rad!

x(t) = Ccos('271—fo’cl+'6) =Ccos(wpt+0), —co<t<+oo
onde

C > 0: amplitude

fo: frequéncia (em Hz = s )

wo = 27fp: frequéncia angular (em rad/s)

12 2
To = o= w—t: periodo (ems) = wo = T%[ = 27tfy
0: fase
Note que:

e 0 =0= x(t) = Ccos(2rfpt)
_m
2

Deslocamento no tempo (avango ou atraso), onde wgo # 0, 0 > 0 (veja a
Figura B.16):

e 0= (=90°) = x(t) = Ccos(2nfot — §) = Csen(2nfot)

0 em rad:
woe
x(t) = Ccos(wot £0) = Ccos| wot =+ o
0
r>avan<;o ou atraso no tempo
[
0
= Ccos wo(t:t —)
Wo
wo= % P avango ou atraso no tempo
T T
= Ccos(wo(ti O))
2m
0 em graus:

P avango ou atraso no tempo

0°m
= Ccos(w()(ti 180ws ))

2 p AVango ou atraso no tempo

1 '9°T,
Ccos<wo(ti 360 ))

20



B.3 ADICAO DE SENOIDES

15

C.cos(uwyt + 6) . C.cos(uwyt - 6)

1+ -~
,
. ~

0.5

-05

o
T
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
!
T
1
1
1
1
1

bt

1
[
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Jd
|
1
1
1
1
1
1
1
|

Figura B.16: Deslocamento no tempo, onde wp # 0, 6 > 0 (em rad).

* 0° = —60° (atraso) = atraso no tempo de %

* 0° = —90° = atraso no tempo de % (veja a Figura B.17)

B.3 ADICAO DE SENOIDES

Considere
—1

x(t) = acos wot+ bsenwopt (adigdo de sendides)
Problema: Encontrar C (amplitude) e 0 (fase) tal que

x(t) = acos wot + bsen wot = Ccos(wot + 0)
Solugdo: Temos que

propriedade
trigonométrica

1
Ccos(wot+0) = Ccos B cos(wpt) — CsenOsen(wot) (%)

21



B.3 ADICAO DE SENOIDES

15
C.cos(wgt — 90°)
i 1 P - \\ b
I L4 N
1 A
1 \\
! .
0.5~ 1 U \ —
1 ’ .
! 1y
! A
1 I' “
1 S Y AN ;,9 ______________ e e e o _
A T T2t
¢ 1atraso no “
v oiempe
7
—051 o B
1
1
|
1 1
1 C.cos(uyt)
-15 L L L L L L L
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
Figura B.17: Atraso no tempo para 6 = 90°.
Tome
z=a—jb

C=lzl =va?+b?

0 = valor principal de z
Logo,

z=a—jb=|ze® = Ce)® = C(cosB +jsend) = Ccos6 +jCsen 6

Portanto,
a=Ccos6
b=—-Csenb

Assim,

por ()
)
Ccos(wot+0) = CcosB cos(wpt) —Csen B sen(wopt)
a b
= acos(wpt) + bsen(wot)
=x(t).

22



B.3 ADICAO DE SENOIDES

Em resumo, para resolvermos o problema, basta escolhermos:

z=a—jb

C=lzl=vVa%+b?

0 = valor principal de z

Representacao fasorial de x(t) (veja a Figura B.18):

Representa??o Fasorial
T T

02 -

Im(z)

0.8

12

e
’

-0.2

Figura B.18: Representacdo fasorial. Note que a corresponde a acos(wot), e
que b corresponde a bsen(wpt) = bcos(wot —7/2).
Reciprocamente, se
x(t) = Ccos(wot +6), com|C >0,
entao

x(t) = Ccos O cos(wpt) —Csen O sen(wot)
a b
= acos(wot) + bsen(wopt)

onde

z=a—jb=Ce®

a=Ccosb
b=—-Csen0

23



B.3 ADICAO DE SENOIDES 24

x(t) = =3 cos wot +4sen wot

z=a—jb=-3—j4

a=-3
. (veja a Figura B.19) {b _, = C= VaZ+b2 =,/(-3)2+(—4)2 =5

0=-2,2143 rad +— ~ —126,9°
= x(t) =5cos(wot —126,9°)

Representa??0 Fasorial
T T T

0.5

-0.5

-15-

Im(z)

.
-2.51 Z e
7

-35-

Figura B.19: Fasor.

0
——
x(t) = —Ccos(wot+0), com . Logo, | x(t) = Ccos(wot + 6+ 180°)

Soma de Sendides de Mesma Frequéncia e Fases Diferentes

Considere

x1(t) = Cq cos(wopt+07), com Cq >0,
x2(t) = C, cos(wot+03), com Cy > 0.

Problema: Queremos encontrar C3 > 0 e 03 tal que

x3(t) = x1(t) £x2(t) = C3 cos(wot + 03)



B.4 SENOIDES X FORMULA DE EULER 25

Solugdo:
aj = Cq cos0;
x1(t) = aj coswot+bisenwot, ¢ by =—C;senbd;
z1 = a1 —jby = 1%
ay = Cycos 6y
x2(t) = ax coswot+brsen wpt, { by =—C,sen6;

Zy = Ay —jbz = Czejez
x3(t) = (a7 £ az) coswot+ (b7 £by) sen wot = C3 cos(wot +03)
=as =bs

zz =a3—jb3 = (artaz)—j(b1 £b2) =21 £2,

Cz =z3|, 03 = valor principal de z3, onde z3 = Cq1e191 £+ Cyel92

B.4 SENOIDES X FORMULA DE EULER
Seja
z=a+jb

Relembre que

Re(z)=a = 57, Im(z) =b = "=
Como
e'® = cos0 +jsend e (e1)* = e 10
entado,
cos 0 = M, sen0 = M
2 2j




B.5 ESBOCO DE SINAIS

B.5 ESBOGCO DE SINAIS
B.5.1 Exponencial (Real) Monotonica

Veja a Figura B.2o.

Monotonicamente Crescente

Figura B.20: Exponencial Real Monotdnica.

Esbogo do gréfico de f(t) = Ce %', t > 0, quando a > 0, C > 0:

Temos que (veja a Figura B.21)
f(0) = C (valor inicial)
1
1 = _a.% = —1 = - R 7
f(1/a) = Ce Ce!=C-

=T

= T = 1/a é denominado de constante de tempo

1
f(21) = Ce %¢ =Ce 2 =C- - ~[0,135¢

11
f2t)=C-—--— =|0,371(1)
e ¢
=f(1/a)
f(31) = f(3/a) = Ce™3 ~|0,05C |~ 0,37 f(27)
1T 1
f(nt)=C T 0,37 f((n—1)1)
e — |

26



B.5 ESBOCO DE SINAIS 27

1 a | constante de tempo 1 taxa de decaimento
Note que: .
1l a 71 constante de tempo | taxa de decaimento

Monotonicamente Decrescente
T T T

2t=2/a B

-15 L L L L L
-1 0 1 2 3 4 5

Figura B.21: Esboco do gréfico de f(t) = Ce %! parat > 0, onde a > 0,
C>o.

f(t) =4e 2t = C=4,a=2,t=1/a=0,5 (constante de tempo)

Veja a Figura B.22.

B.5.2 Esboco de Sendides Variando Exponencialmente

Seja
frequéncia
angular
T
x(t) = Ce %t cos(wot+0), t >0, a>0, C>0, >0
1 +

amplitude do fase

cosseno decai
exponencialmente!

Procedimento para esbocgar de x(t):

@ Esboce Ce—at



B.5 ESBOCO DE SINAIS

Monotonicamente Decrescente
T T T T

f(t)=4e~2t, a>0 E

[4*0.37=1,48

[1,48*0,37(0,55

-
T
U

Figura B.22: Exemplo.

@ Esboce cos(wgt + 0)

@ Esboce o produto Ce™ - cos(wot + 0) considerando os envelopes
Ce 9, —Ce ?' e x(0) = Ccos(+0)
|
= Ce 9! refletido
sobre o eixo t

Dica: considere os pontos em que cos(wot +0) é iguala —1,0, 1

Se C < 0, considere x(t) = l—_C,e*atcos(wot +0+180°)
>0 ?
Esboce o grafico de

7T
x(t) = 4e~?tcos(6t — 60°)
@ 4e?t=C=4, a=2, 7t="1/a=0,5 (constante de tempo)

@ cos(6t—60°) = wo=6 |, 0 = 60°
+ 1 +
atraso! atraso no tempo de

— 27 o
To = &5 = Tseg 0o — 1
300~ g ~0,15

w

@ x(0) =4 cos(—60°) =2

Veja a Figura B.23.

28



B.6 UsSO DE PACOTES COMPUTACIONAIS

Exponencial Amortecida
T

Figura B.23: Senoide amortecida.

B.6 USO DE PACOTES COMPUTACIONAIS

z=a+jb = [z]ef4Z

@ z=2+j*3 ou z=2+i*3

z_real=real(z)
z_imag=1imag(z)
z_mag=abs(z)

z_rad=angle(z)
@ cartesiana — polar:

[z_rad,z_mag]l=cart2pol(a,b)
z_graus=z_radx*(180/pi)

polar — cartesiana:
[z_real,z_imag] =pol2cart(£z em rad!,|z|)

+ — X -+ poténcia
+ - % / /N

29
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& ®

B.6 UsSO DE PACOTES COMPUTACIONAIS

k=0:5

w=exp(jxk/3)

w(l)

w(2)

k(1)

k(2)
plot(real(w),imag(w),'o")
axis equal square

t=0:0.01:4
f=4xexp(-2xt) (f(t) = 4e2Y)

plot(t,f);

hold on;

plot(t,-f);

close;
plot(t,f,’--",t,-f,"'--");
hold on;

x="f.*cos(6*t-pi/3) (x(t) = d4e—2tcos(6t — 7/3))
plot(t,x)

figure

plot(t,x)
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SINAIS E SISTEMAS

Sinal: conjunto de dados ou informacado

Ex: sinal de rddio, celular, tensdo da Celesc (veja a Figura 1.1), imagem
3D do corpo (exame médico)

e Radio, celular, tensdo da Celesc: varidvel dependente é o tempo

e Imagem 3D do corpo: varidvel dependente é o espaco

Tens&o CELESC
T T T

Vpico
P! 300

100

-100

-200

Y. ECTRUOYSNUPSPRRPUOS. U A0t S PP PO SUPRURRUPROTUPRPR W S ORRPO PR SRR PI

i i i i i i
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 004

Figura 1.1: Tensdo CELESC.

Sistema: é uma entidade em que o sinal de saida y(t) é alterado pelo
sinal de entrada x(t) (veja a Figura 1.2)

Ex: motor elétrico (veja a Figura 1.3), motor mecanico, equalizador de
dudio (veja a Figura 1.4), computador, smartphone, ecossistemas

e Problema de Andélise x Problema de Controle

Veja as Figuras 1.5 e 1.6.
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Entrada

X (t)

Sistema

SINAIS E SISTEMAS

Saida

Figura 1.2: Sistema Genérico.

X (t)

Motor CC

y(t)

Figura 1.3: Motor CC.

y(t)

32



Entrada de
Audio
—

x(t)

Agudos e Graves

Equalizador
de
Audio

SINAIS E SISTEMAS

Saida de audio

[
>

y(t)

Graves

Figura 1.4: Equalizador de Radio.

oj=

X(t) = sen(10t)

Motor CC

|

1,

y(t) =7

Figura 1.5: Problema de Anélise do Motor CC.
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1.1 TAMANHO DO SINAL

A

X(t) =7 Motor CC 1O

y(t) = sen(10t)

Figura 1.6: Problema de Controle do Motor CC.

1.1 TAMANHO DO SINAL

Tamanho do sinal x(t): medida do “tamanho” ou “forca” de x(t)
Motivagdo: v(t) = Ri(t) (Lei de Ohm)
Vv(t): tensdo aplicada
i(t): corrente
R: resisténcia
P(t) = v(t)i(t) = Ri(t)? = v(t)?/R (poténcia dissipada instan-
tanea)
R =1 (normalizacdo)

¢ Poténcia dissipada instantanea: P(t) = i(t)2 =v(t)? (quadrado
de i(t) e v(t))

* Energia dissipada no intervalo [ty, t2]:

t2

ts
Eig 1, = J p(t)dt = J i2(t) dt

ty ty

¢ Poténcia dissipada média em [ty, t2]:

1 1 t
P =—E = — t) dt
[t1,t2] t) — t [t1,t2] t—t L1 p(t)

(v
= J i2(t) dt
tz - t1 t

34



1.1 TAMANHO DO SINAL

* Energia dissipada no intervalo (—oo, 00):

E= ro p(t) dt = Joo i2(t) dt

—00 —0o0
* Poténcia dissipada média em (—oo, c0):

1 1 T/2
P=lim —E[_7/27/2 = lim J i%(t) dt

Tooo T T—oo T -T/2
Energia de um sinal real x(t):
00 0 00
Ey = J x2(t) dt & J x2(t) dt +J x2(t) dt
—00 —00 0

0 T
= lim J x?(t) dt + lim J x?(t) dt < oo
T

T—o0 T—o0 Jo

e Assumimos que x(t) é um sinal qualquer que é continuo por partes

Energia de um sinal complexo x(t):

o0
E. :J x(6)2 dt < oo

—00

Poténcia de um sinal real x(t):

T/2 5
Py = lim — t)dt <
x TEI;OTJT/ZX ( ) o

Poténcia de um sinal complexo x(t):

1 T/2 5
P, =1l = t t <
x T1—I>I;OT J'—T/Z |X( )| d >0

e P,: valor médio quadrético de x(t)
® Py rms = v/ Px: valor rms (Raiz Média Quadratica — Root Mean Square)

e Se x(t) tem unidade U (por exemplo, U é volts), entdo E, tem
unidade U?s e Py tem unidade U?

Se x(t) é periddico, ou seja, existe Tp > 0 tal que
x(t+To) =x(t), te (—oo,00),

entao

1 To/2
Py = J x2(t) dt < co (real)
—To/2
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1.1 TAMANHO DO SINAL

1 To/2
Py = J x(t)]* dt < oo (complexo)
To J-1,/2

Existem 4 situagdes:

1. Ex < oco: energia finita (neste caso,

T T/2
E, = lim J x2(t)dt = lim J x2(t) dt < 00)
T—ooJ_T T—ooJ_T1/2

2. Ex = oo: energia infinita
3. Px < oo: poténcia finita
4. Px = oo: poténcia infinita
E facil ver que
o Ex<oo:>PX:Tli_r>r;OEx/T:0
e 0 <Py <o0o=Ex =00.

Portanto, ndo existem sinais x(t) com E, < co e 0 < Py < oco. No
entanto, existem sinais com Ey = Py = co. Por exemplo, x(t) = t.

Se x(t) tem duragdo finita, ou seja,
x(t) =0, t<tjout>t, (vejaa Figura1.y),

entao

t2
EXJ x2(t)dt<oo .. Pyx=0.

t

Se x(t) = Ccos(wot+ 0), entdo Ty = 21t/ wyp €

J x(t) dt = J Ccos(wot+0)dt =0 (veja a Figura 1.8)
To To

(integral sobre um intervalo qualquer de comprimento Tp).
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1.1 TAMANHO DO SINAL 37

151

1k

-15 L L L L L L L |
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 1.7: Obs. 3

Figura 1.8: Obs. 5



(veja a Figura 1.9)

1 T/2 5
P, = lim — t)dt =72
x TEE;)T-J_T/ZX'( )d

1.1 TAMANHO DO SINAL 38

T/2 T/2 T/2
J x2(t) dt = J C?dt = C*t =C?T
~T/2 ~T/2 —T1/2
1
. Py = lim =C?T = lim C? = C?
T—oo T—oo
Px1wns:: V Px =VvC ::|C|
T x(t) i
c :
S oo

Figura 1.9: Exemplo 1.



1.1 TAMANHO DO SINAL 39

@ x(t) = Figura 1.10

E, =2
00 —1 0 0o
E, ::J x2(t) dt ::J xz(t)dt—FJ‘ xz(t)dt%—J. x2(t) dt
o o 1 0
—1 0 T
= hn1J 0dt + J’ 224t + hn1J et dt
T—oo -T 1 T—oo 0
=0 —4(0— (1) =4
-0 4

T T -T T
J4e‘tdt:4J e_tdt:4J e“du:—4eu‘o =—4e T +4

0 0 0
[
u=—t
du = —dt

.
lim J de~tdt = lim —4e " 4+4=4

T—o0 Jo T—oo

L [Ex=4+4=8] .. [Px=0]

181

1.6

14

12

x(t) = 26705t

e i e I

Figura 1.10: Exemplo 2.



@ x(t) = Figura 1.11

x(t) tem periodo Ty = 2

1 J'TO/Z 5 1 1 5
Py ==— x“(t)dt = = x~(t
YTt 2]

Ex =0

0.8
0.6~
041

021

1.1 TAMANHO DO SINAL

Figura 1.11: Exemplo 3.
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1.1 TAMANHO DO SINAL

@ x(t) = e 2It (veja a Figura 1.12)

[t| =1t set>0

[tl=—t set<O

—00 —00 0
o
= J et dt
0
' 4 4t
_ . t u=—
—ZTIEEJOe At~ qu— —sat
1

08F

06

02

Figura 1.12: Exemplo 4.
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1.1 TAMANHO DO SINAL

@ x(t) = e 2t (veja a Figura 1.13)
1 (772 1 (772
Py = lim J x?(t) dt = lim J e Mt dt
Tooo T ~T/2 T—o0 —T/2
T/2 1 —27 1 1
J e~ gt — —— eu‘ = (e 2T 2Ty = (2T _ 2T
-T/2 4 2T 4 4
e — |
u=—4t
du = —4dt
o0
|
1 T/2 at 1 o 0 eZT
lim — “hdt = lim — —e~ ) = lim —
i ] et ot = Jim el T = i S
| E—
o0
zeZT
= lim — = Ex =00
1 T—oo 4
I"'Hépital
oot N xe

04

V] o

Figura 1.13: Exemplo 5.
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@ x(t) = Ccos(wot + 0),

x2(t) dt

2
x(t) tem periodo Tp = o

Wwo
1 JTO/Z
C To 1,2

1
Mas cosa cosb = =

Py = lim =
T—oo

1 T/2
T J—T/Z

Py C? cos?(wot +0) dt

1.1 TAMANHO DO SINAL 43

[cos(a +b)+cos(a— b)}

To/2 telm periodo To =To/2

0
= J _cos(2wot+20)dt+

To
J __cos(2wot+20)dt

To
J cos(2wot+20) dt
0

=0

2
1
Logo, cos?(wot+0) = 3 [cos(Zwot—l—ZG) + 1}
Assim,
c2 (To/2
P :J cos(2wot+20) + 1| dt
X 2TO —TO/Z[ 0 ) ]
CZ To/2 2 .
= — dt + J cos(2wot+20) dt
2Ty JTO/Z 2To )1, /2
- % Ty = CTZ _ To
7TO
: =0
Py =C?/2
Px rms — C/\/E

Interpretacdo: Py é a poténcia dissipada em um resistor de 1Q)
ao aplicarmos uma tensdo constante V.= Py rmms = C/ V2, pois

P =V?/R =P,.

x(t) = Cy cos(wot+071)+ Cycos(wot+03),

Cy,C2 >0, wp #0]

x1(t) x2(t)

P, =2

Sabemos da teoria de niimeros complexos que

x(t) = C3 cos(wot+03)

onde
Cs = lz3]
03 = valor principal de z3
z3 = C]Bje‘ + Czejez
Logo,

z3 =(Cycos01+Cacos02)+j(CqisenB; 4+ C,senby)
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C3 = |z3/2 = (Cycos0; + C2cos0,)% + (Cq senB; + C sen,)?
= C% cos? 07 + C% cos? 05 +2C1C5 cos 07 cos 0
+ C% sen? 07 + C% sen? 0, +2C;Cy sen 07 sen 0

=C3+C34+2C Cz(lcos 01 cos 0, +senbq sen Gzl)

=cos(01—62)
Assim,
c3_¢C1. G
Px==5 =5 +5 +CiCycos(61 —62)
CcZ C3
Note que Py # Py, + Py, = 71_,_72 !

Relembre do Célculo 1 que:

o|Ccos(wot+0)]<C, —oo<t<oo, ondeC >0
ox ty| < x|+ Iyl (desigualdade triangular)
e Se f(y) é limitada (ou seja [f(y)| < M, para todoy) e lim g(y) =0,

Yy—o0

entdo lim f(y)g(y) =0

y—o0

(ex: x(t) = Ce “*cos(wot+06),a>0)

x(t) = Cycos(wit+07)+Cycos(wrt+07), wy,wy > 0,

x1(t) x2(t)

Py =7 x(t) pode ndo ser periédico!
T/2

[C1 cos(wit+07) + Ca cos(wat + 92)]2 dt

T2 . y e
= lim J C%cos?(wit+07)+ lim J C3 cos?(wyt +65)
Tooo T -T/2 Tooo T -T/2

]
—C2/2

= C%/z
1 T/2
+ lim — J
T—oo ~T/2

2C1Cycos(wit+07) cos(wat+07) dt

Vamos mostrar que o dltimo limite acima é zero. Note que,

im =

- = 1 ecos((wi+w2)t+(01+02))+cos((wy—w2 ) t+(07-02))]
T—o0 JT/Z

2C1Cy Icos(unt—i— 07) cos(wyt + 92). dt

lim lC] Cz

T/2 #0
- T—oo T J

cos((w7 +w2)t+ (67 +62)) dt

T/2

1 T/2 — 70

+ lim —=C; CzJ COS((w1 —wy)t+ (0q —92)) dt
T—oo T —T/2
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e que, para wy # 0, temos que

T/2 1 5—+06
J cos(wot+0) dt = J . cosudu

~T/2 Wo J-©9T ¢

= (l(){sen(cuzT—i—EO — en(—wToT—i—eﬂ

Obtemos da desigualdade triangular que

T/2
”T/z cos(wot + 6) dt‘ - ‘sen(wToT n e) _Sen(_ wol )H
(5790
< S
<z‘i

para todo T. Desse modo, o dltimo resultado da Obs 5 fornece

T/2
lim J cos(wot+0)dt =0, quando wqg # 0
T—oo -T/2

Logo,

1 (7/2
lim J 2C1Cocos(wit+07)cos(wort+07)dt =0.
T—oo -T/2

Portanto,

Cc? (3
p, — 71 + 72 = Py, + Py, quando w1y # w3

Obs 6| Do mesmo modo, se
= in(t), com xi(t) = Ci cos(wit+0), wi # wj, i #j,

entdo

—
Px=) Py

i=1

@ x(t) = =10 + 3 cos(2t + 71/4) + 5 cos(8t)

Py = (—10)2 +32/2452/2 =117
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complexo
T .
x(t) = De®ot  (sinal complexo de periodo Tp = %)

1 To/2 .
- L[ pospa
To )-1,/2

Mas |ejwot‘ —1e |Dejwot| = |D| |ejwot| =|DJ.

Logo,

] To/2
P, — j DR dt = D
To J-1,/,2

Px rms = \/ |D|2 = |D|

1.2 ALGUMAS OPERACOES UTEIS COM SINAIS

1. Deslocamento temporal: $(t) =x(t£T), T > 0 (veja a Figura 1.14)

* +:adiantamento no tempo em T unidades = deslocamento do
gréfico de x(t) para a esquerda em T unidades.

e —:atraso no tempo em T unidades = deslocamento do gréfico
de x(t) para a direita em T unidades.

A0

T

0 =
(2)
i) = x(t — T
[
T
At + T}

[ —-

ic)

Figura 1.14: Deslocamento temporal de um sinal x(t).

x(t) = Ccos(wot) e d(t) = Ccos(wot+0), wo # O,

0 > 0. Logo, T = 0/w é o deslocamento, pois

d(t) = Ceos(wot £0) = Ccos(wot £ web/wy)
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= Ccos(wolt£0/wpl) =x(t£0/wp)
-

Considere (veja a Figura 1.15)

12

x(t) =e 2

X(t)

0.4

0.2~

Figura 1.15: Exponencial x(t).

Atraso de 1 segundo: x4(t) = x(t—1). Graficamente, veja a Figura 1.16.
Descricido matemdtica de xq(t) = x(t—1):

e 2t 1 1>0et>1

xqa(t) =x(t—=1) :{

0, t—1<0st<]
Logo,
—2(t-1) >
xq(t) = € p 21 = De acordo com a Figura 1.16!
0, t<1
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0.8

x(t-1) = e72-D

0.6

X(t)

0.4

02—

02 L L L L I |
-2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1.16: Exponencial deslocada x4(t).

2. Escalonamento temporal: ¢(t) = x(at), ¢(t) = x(t/a), a > 1 (veja
a Figura 1.17)

* ¢(t) = x(at): compressio no tempo pelo fator a

* ¢(t) = x(t/a): expansdo no tempo pelo fator a

x(¥)

/™

hilo | T (—e-

(@)

ih)

T

Figura 1.17: Escalonamento temporal de um sinal x(t).
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3. Reversao (inversao) temporal: ¢(t) = x(—t) (veja a Figura 1.18)
¢ O gréfico de x(t) é rebatido sobre o eixo vertical.

Cuidado: O grafico de x(t) é rebatido sobre o eixo horizontal quando

$(t) = —x(t)!

(%)
rJ

5 B =x(-0

I
(]

Figura 1.18: Reversdo temporal de um sinal x(t).

* Note que ¢(t) = x(at), a > 0, corresponde a um escalonamento:
0<a< 1= ¢(t) =x(at) é uma expansio pelo fator 1/a
a>1= ¢(t) =x(at) é uma compressio pelo fator a

* Note que, se a < 0, entdo
$(t) = x(at) = x(—(—at)) = x((—a) (1))

corresponde a um escalonamento de x(t) por —a = [a] > 0,
seguido de uma reversdo temporal; ou, de maneira equivalente,
a uma reversao de x(t), seguida de um escalonamento por |al.

4. Operacdes Combinadas: ¢(t) = x(at+b), a # 0, pode ser interpre-
tado de duas maneiras equivalentes:

1. Primeiramente deslocamos x(t) por b, obtendo \(t) = x(t +b).
Em seguida, escalonamos (t) por a, obtendo ¢(t) =P(at) =
x(at+b).

2. Primeiramente escalonamos x(t) por a, obtendo P (t) = x(at).
Em seguida, deslocamos 1 (t) por b/a, obtendo ¢(t) = P(t +
(b/a)) =x(a(t+ (b/a))) = x(at+b).
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Obs 1| As operagdes vistas acima sdo ferramentas importantes para
a andlise e construgdo de sinais.

Veja (e faga) o Exercicio 1.1-7 (p. 135) do Lathi para as pro-
priedades entre tais operagdes e a energia Ex de um sinal x(t).

Considere

cos(2t+m/4), 0<t<5
x(t) =< e, t>5
0, caso contrério (t < 0)

Entao,
$(t) =x(—-2t—3)

corresponde a:

1. um atraso de 3 unidades de tempo

2. seguido de uma reflexdao

3. seguido de uma compressdo pelo fator 2
Descrigio matemdtica:

cos(2(—2t—3)+m/4), 0<-2t—-3<5&-1,5>t>—4

O(t) =x(—2t—3) = 5(=2t=3) —2t—-3>5-2t>8=t< 4

0, caso contrario

Logo,

cos(—4t—6+m/4), —4<t<-1,5
éo(t) = e 10t=15 t < —4

0, caso contrario

1.3 CLASSIFICA(;AO DE SINAIS

1. Sinais em Tempo Continuo e Sinais em Tempo Discreto

e Tempo Continuo: o tempo (eixo horizontal) assume valores contin-
10s.
Ex: x(t) = sen(t), t € [0, 1].

e Tempo Discreto: o tempo (eixo horizontal) assume valores discretos,
ou seja, o tempo da saltos.
Ex: (a) PIB trimestral e (b) um bit de memoéria de um PC s6 é
atualizado a cada ciclo do clock.
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2. Sinais Analégicos e Digitais

* Analdgicos: a amplitude (eixo vertical) do sinal pode assumir uma
infinidades de valores.
Ex: A tensdo sobre um resistor.

* Digitais: a amplitude (eixo vertical) do sinal s6 pode assumir um
namero finito de valores.
Ex: Um bit s6 pode assumir 2 valores; e um byte, 256 valores.

mrﬂm ‘ ]N 7] | | aa

Figura 1.19: (a) Analégico em tempo Continuo; (b) Digital em tempo Con-
tinuo; (c) Analégico em tempo Discreto; (d) Digital em tempo
Discreto.

Sinais digitais em tempo discreto surgem naturalmente a partir
da amostragem (conversor D/A) de um sinal analégico em tempo
continuo por um microcontrolador.

3. Sinais Periédicos e Nao-Periédicos
Relembre que x(t) tem duragio finita se
x(t) =0, t<tiout=t,,

onde t, >ty e T =ty —t; é a duragdo de x(t) (o sinal “comeca” em
t1 e “termina” em t;). Quando isto ndo ocorre, ou seja, x(t) assume
algum valor ndo-nulo em qualquer intervalo de tempo, dizemos que x(t)
tem duragdo infinita. Assim, x(t) “comeca” em t = —oo e “continua
indefinidamente”.

e Sinais Periddicos: quando para algum Ty > O (periodo),

x(t+ To) = x(t), para qualquer t € (—oo, )
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Isto significa que o sinal atrasado de Ty segundos coincide com
o proéprio sinal. Um sinal periédico “comeca” em t = —oo e
“termina” em t = oo, ou seja, x(t) é de duragio infinita e se repete
a cada intervalo de Tp segundos. Logo, basta conhecermos x(t)
num certo intervalo de comprimento Ty para conhecermos todo
o sinal. Note que 2Ty, 3Tp,4To, ..., também sdo periodos de x(t)

(por exemplo, x(t 4+ 2Tp) = x((t + To) + To) = x(t + To) = x(t)).

Por isto, denominamos o menor Ty > 0 que satisfaz
x(t+To) = x(t), para qualquer t € (—oo, 00),

de periodo fundamental. Se x(t) é constante, o periodo fundamental
ndo estd definido.

Ex: x(t) = Ccos(wot +0), x(t) = ¥t = Ty = 2m/wy é o
periodo fundamental.

e Sinais Nio-Periddicos: quando x(t) ndo for periédico.
Ex: x(t) = t2, x(t) = et

Extensdo periédica: Seja ¢(t) um sinal de duracdo T. Dado qualquer
To > T, temos que ¢(t) gera uma sinal periddico x(t) de periodo
To através de infinitos deslocamentos de ¢(t) para a direita e para a
esquerda (veja a Figura 1.20).

Figura 1.20: Extensado periddica.

Descrigido matemdtica:

x(t) =) ¢(t—kTo), te (—oo,00)

k=—o00

Sinais de duragdo infinita, como os periédicos, ndo existem na
pratica. No entanto, como veremos mais adiante, eles sdo bastante
uteis no estudo de sistemas.
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Propriedades:

1. Suponha que x1(t) e x2(t) tém o mesmo periodo Ty. Entdo os
seguintes sinais também possuem periodo To:

* x(t) = Cxq(t), C real ou complexo

o x(t) =x1(t) £x2(t)

o x(t) = x1(tx2(t)

* x(t) =x1(t)/x2(t), com x2(t) # 0 para todo t

Prova da soma: Seja x(t) = x1(t) +x2(t). Entao,

x(t+To) =x1(t+To) +x2(t+To) = x7(t) +x2(t) = x(t)

Ex: x(t) = e/®ot = cos(wot) +jsen(wot), To = 271/wo

Considere que xi(t) tem periodo Ty e que x;(t) tem
periodo T, (ndo necessariamente iguais!). Entdo, a soma x(t) =

x1(t) +x2(t) é periddica < T7 /T, é um nimero racional.

2. Suponha que x(t) tem periodo Tp. Dado a real,

Ja+TOx(t) dt = J " bt

a 0

Assim, a drea abaixo de x(t) (a integral) é sempre a mesma,

independente do intervalo de comprimento Ty escolhido. Tal
integral é representada por

L x(t) dt

Logo,

JTO x(t) dt = JTO x(t) dt = JTO/Z x(t) dt

0 —To/2

Sinal Causal: quando x(t) ndo comega antes de t =0, ou seja, x(t) =0
para todo t < 0.

Sinal Nao-Causal: quando x(t) ndo é causal. Isto significa que x(t)
comeca antes de t = 0, ou seja, existe pelo menos algum t < o tal que

x(t) # 0.
Sinal Anti-Causal: quando x(t) = 0 para todo t > 0.
4. Sinais de Energia e Poténcia

e Sinais de Energia: Ex < oo (energia finita).

e Sinais de Poténcia: 0 < Py < oo (poténcia finita ndo-nula).
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Relembre que Ex < 0o = Px =0 (e 0 < Px < 0o = Ex = o0). Logo,
ndo existem sinais que sdo simultaneamente de energia e de poténcia.
No entanto, existem sinais que nao sdo nem de energia nem de poténcia

(por exemplo, x(t) = e~ %t com a > 0, Ex = 0o, Px = 00).

5. Sinais Deterministicos e Aleatérios

* Deterministicos: podem ser preditos de maneira precisa na forma
de uma expressdao matemadtica ou graficamente.

* Aleatdrios: ndo podem ser preditos de maneira precisa, mas
apenas probabilisticamente.

Na pratica, geralmente hd ruidos externos (que sdo de natureza
aleatéria) que interferem nos sinais deterministicos a serem gerados
e/ou analisados. Quando a interferéncia do ruido é relativamente
pequena, os mesmos sdo desprezados, e tudo se passa como se os
sinais fossem de fato deterministicos.

1.4 ALGUNS MODELOS UTEIS DE SINAIS
1. Func¢do Degrau Unitério: é o sinal definido por

1, set>0

u(t) =
0, set<O0

Figura 1.21: Degrau unitdrio.

O degrau unitario, que por si s6 é fundamental na anélise de sis-
temas, permite que sinais mais complexos sejam descritos por uma
Unica expressdao matematica.

5e7 %t t>0

@ x(t) = = x(t) =5e " %tu(t), te (—oo,o0)
0, t<0

(veja a Figura 1.22)

@ x(t) = 2u(t — 3) (veja a Figura 1.25)
1

atraso
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5e7a, a>0

x(t)

-1
-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 1.22: Exemplo 1.

2u(t-3)

151

05

Figura 1.23: Exemplo 2.
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@ x(t) = u(—t) (veja a Figura 1.24)
1

reflexdo

12

0.8

0.4-

02—

0.2 L L L L I |
pry . .

Figura 1.24: Exemplo 3.

@ x(t) = { e, <0 = x(t) =e tu(—t), t € (—oo0,00)
0, t>0

(veja a Figura 1.25)

Figura 1.25: Exemplo 4.

x(t) = 2u(t—3)+ ( —2u(t— 7)) = Z[u(t —3)—u(t— 7)] (pulso
retangular)
(veja a Figura 1.26)

@ x(t) =u(t—a) —u(t —b) (pulso retangular entre a e b, b > a)
(veja a Figura 1.27)
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Pulso Retangular

Figura 1.26: Exemplo 5.

Figura 1.27: Pulso retangular entre a e b, com b > a.
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@ x(t) = Figura 1.28
x1(t) = t[u(t) —u(t—2)]
| S —
pulso entre O e 2

x2(t) = (=2t +6)[u(t—2) —u(t—3)]

pulso entre 2 e 3
ox(t) = x1(1) +x2(t)
= t{u(t) —u(t—2)] + (=2t +6) [u(t —2) —u(t — 3)]
=tu(t)—3t—2)u(t—2)+2(t—3)u(t—3)

Figura 1.28: Exemplo 7.

x(t) = Figura 1.29
x1(t) =2[u(t+1,5) —u(t) ]
pulso entre —1,5 € 0
x2(t) =2e Y2 [ut) —u(t—3) ]
hulsoene 03
wox(t) =x1(t) +x2(t)
=2u(t+1,5)—2(1 —e YA)u(t) — 2 ?u(t - 3)
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Figura 1.29: Exemplo 8.

2. Fun¢do Impulso Unitario

Motivacdo | Considere o circuito elétrico abaixo:

1
o
—_

+
T,

C=1

Figura 1.30: Circuito Elétrico.
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Suponha que a chave permaneceu fechada para todo t < 0. Logo,

para [t < 0}

i(t) =0
vc(t) =0 (capacitor estd descarregado)

Em t =0, a chave é fechada. Desse modo, para :

i(t) =0
(veja a Figura 1.31)

=0

V.=V =1

Figura 1.31: Circuito Elétrico para t > 0.

Assim, o capacitor foi instantaneamente carregado em t = 0. Temos
que:

{ i(t)=0, set#0 1)
i(t) =?, set=0
Mas,

Joo i(ft)dt=Q=CVv =1 (1.2)

A dificuldade técnica é que (1.1) implica que
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pois i(t) é sempre nula, com excegdo do instante t = 0. No entanto,
fisicamente, interpretamos (1.1) e (1.2) como uma corrente i(t) de duragao
infinitamente pequena, mas de drea unitdria, ndo importando a forma de
i(t) no intervalo infinitesimal em que i(t) # 0 (veja a Figura 1.32).

Lar

[0

1 =

Figura 1.32: Corrente i(t).

Agora, vamos introduzir o impulso unitario para “formalizarmos”
as ideias acima. O impulso unitdrio 5(t) é o objeto matematico (ndo é
uma fungio no sentido usual!) que possui as seguintes propriedades:

a) 6(t) =0, para t # 0 (ndo estd definido em t = 0!)

b) J 5(t) dt =1 (a &rea sob 4(t) é unitaria!)

—00

Graficamente:

Lﬁm

1 =

Figura 1.33: Impulso unitério.

Interpretagio: 5(t) tem duragdo infinitamente pequena, mas com area
unitaria.
O impulso unitario 5(t) pode ser “construido” da seguinte maneira:

a) 6(t) = lin}) de(t) (veja a Figura 1.34). Logo, 6(t) =0, para t # 0.
€—

b) JOO 5(t) dt = Joo lim 8¢ (t) dt = lim ro Se(t)dt =1

—00 — o0 €0 €e—0J)_o

No entanto, os argumentos acima apresentam algumas inconsistén-
cias matematicas:

1. lirr}) d¢(t) ndo converge para uma fungdo (no sentido usual), pois
€—
lim 8. (0) = co. Portanto, 6(t) = lim 6, (t) ndo é uma func¢io no
e—0 e—0

sentido usual.

61



1.4 ALGUNS MODELOS UTEIS DE SINAIS

=0

(=B
]m

Figura 1.34: Pulso 6.(t) de largura € > 0 com fioooée(t) dt = 1 (&rea
unitaria).

2. Como §(t) = lim d,(t) ndo é uma funcédo (no sentido usual) e
€e—0
ndo ha convergéncia uniforme, ndo podemos passar lirr}) para
€—

fora da integral em b).

Para contornar tais problemas, poderiamos definir 5(t) rigorosa-
mente como uma fungio generalizada (ou distribuigdo). No entanto, em
termos operacionais, o efeito é exatamente o mesmo do que foi feito
acima. Assim, em nosso curso, para ndo termos que entrar na com-
plexa teoria de fungdes generalizadas, vamos aceitar os argumentos
acima de forma intuitiva e ndo-rigorosa.

Propriedades: Seja x(t) um sinal continuo em t = 0. Entao,
e x(t)8(t) =x(0)3(t)
L J x(t)d(t) dt =x(0) (propriedade de amostragem)
—00

“Prova”: Como x(t) é continuo em t = 0, temos que
x(t) = x(0), t € [—€/2,€/2] com € > 0 pequeno
Logo, para € > 0 pequeno, temos

x(t)8(t) = x(t) glg}) Se(t) = gl_r{}) x(t)de(t)
~x(0)0c(1)

= lim x(0)8¢(t) = x(0) liir}) de(t) =[x(0)d(t)

e—0

Novamente, as propriedades acima podem ser colocadas de forma
rigorosa através de fungdes generalizadas. Vamos agora generaliza-las
para 6(t —T) (impulso unitdrio deslocado de T segundos).
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Propriedades: Seja x(t) um sinal continuo em t = T. Entéo,
e x(t)o(t—T) =x(T)d(t—T)
L JOO x(t)d(t—T) dt =x(T) (propriedade de amostragem)
—o0
Como 6(t —T) estd “concentrado” em t = T, temos
T+

JOO d(t—T) dt:Jt2 d(t—T) dt:J d(t—T)dt =1,

ty

para t; < T < t,. No entanto,
t2
J d(t—T)dt=0
t

set1 <ty <TouT<t; <ty
Por razdes de consisténcia, ndo definimos

T t2
J d(t—T)dt nem J 5(t—T) dt.
t T

Assim, para t1 < T < t,, devemos fazer

t2 T T+ t2
J 6(t—T)dt:J 6(t—T)dt+J 6(t—T)dt—|—J S(t—T)dt
t t T T+
=0 =1 =0

@ x(t) = d(t) (veja a Figura 1.35)
@ x(t) =556(t) (veja a Figura 1.36)
@ x(t) = —26(t) (veja a Figura 1.37)
@ x(t) = 25(t—3) (veja a Figura 1.38)
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Figura 1.35: Gréfico de x(t) = 6(t) (Exemplo 1).
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Figura 1.36: Gréfico de x(t) = 55(t) (Exemplo 2).
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Figura 1.37: Gréfico de x(t) = —25(t) (Exemplo 3).
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Figura 1.38: Grafico de x(t) = 26(t — 3) (Exemplo 4).
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@ y(t) = (£ +t2 +9)8(t) = x(0)5(t) = 95(t)
x(t)
(veja a Figura 1.39)

10

<
)

e e e e

Figura 1.39: Exemplo 5.

(6) y(t) = (—e 3t +sen(5t) )5(t) = x(0)5(t) = —5(t)
x(t)
(veja a Figura 1.40)

_ (43 _ — _9) — _
@y(t)—(t +4)5(t i)—x(Z)é(t 2) =125(t—2)
T=2

(veja a Figura 1.41)

y(t) = (e tcos(mt) )8(t+1) = x(=1)5(t+1) = —e'5(t+1)

x(t) T=-1

x(t)

(veja a Figura 1.42)

@ Joo 38(t—2) dt:3ro S(t—2)dt=3
—0o0 —00

(veja a Figura 1.43)

0
J d(t+1)dt=1 (veja a Figura 1.44)
-2
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Figura 1.40: Exemplo 6.
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Figura 1.41: Exemplo 7.

67



02

-0.2~

-0.8—

|
[v]
-
<

1.4 ALGUNS MODELOS UTEIS DE SINAIS

i
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Figura 1.42: Exemplo 8.
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Figura 1.43: Exemplo 9.
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15~

@ A
55 —‘1 0‘5 E:a 0‘5 1‘ 1‘5
Figura 1.44: Exemplo 10.
-0
S(t+1)dt=0
—-0,5
(3 +5)5(t) dt =x(0) =5
—00
x(t)
1 1
e Ct(t) dt :J 5(t)dt =1
57 -5
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Relembre do Calculo 1 que se um sinal x(t) é descontinuo em
t = tp, entdo x(t) ndo é derivavel (no sentido usual) em ty. No
entanto, com o auxilio do impulso unitario 5(t), podemos generalizar
o conceito usual de derivada para sinais x(t) que apresentam saltos
de descontinuidade.

Em todo o restante do curso, assumiremos que os sinais x(t) sdo
diferencidveis por partes.

Definimos a derivada generalizada (ou derivada distribucional) de x(t)
emt =ty por:

x'(to), quando a derivada usual de x(t) existe em to
dx(to)
at (X(tar) — x(ta))é(t —tp), quando x(t) apresenta um

salto em to

onde x’(t) é a derivada usual de x(t) e (x(tJ) —x(t,)) é o tamanho
do salto de descontinuidade.
Portanto, se x(—oo) = 0, entdo

para todo t em que a derivada usual x'(t) existe.

dL(;(tt):s(t) e u(t):Jmé(T)dT, ,u(—oo):0

(veja a Figura 1.45)

@ x(t) = pulso retangular entre a a b com aplitude 2
(veja a Figura 1.46)
o odx(t)
Coodt
x(—o0) =0

x(t) = [ 2(8(t—a)—8(t—b))dr

=25(t—a)—28(t—b) =2(8(t—a) —§(t—b))

= ZJt (8(t—a)—8(t—b))dr

zzjtwé(’r—a)d't — 2Jt d(t—b)dr

—00

parat# aet#b. Logo,

0, set<a
x(t)=12 2, sea<t<b
0, set>b
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Figura 1.45: Gréficos u(t) e du(t)/dt = 6(t) (Exemplo 1).
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Figura 1.46: Gréfico da derivada generalizada de um pulso retangular (Ex-
emplo 2).
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@ x(t) = Figura 1.47 (acima). Logo, dx(t)/dt = Figura 1.47 (abaixo).

15

Figura 1.47: Exemplo 3: grafico de x(t) (acima) e de dx(t)/dt (abaixo). Note
que x’(t) ndo existe em t = 1 e t = 2, mas a magnitude do salto
é zero! Assim, dx(t)/dt possui impulsos de 4rea zero em t = 1
et=2!

As propriedades usuais de derivacdo da soma, diferenca e pro-
duto, permanecem vélidas para a derivada generalizada.

3. Fun¢do Exponencial Complexa
Seja s = 0+ jw. Relembre que
o0 =(s+s%)/2 (parte real), w = (s—s")/2j (parte imagindria)

Como &% = cosw +jsenw, (e/¥)* = e 1®, obtemos que

ew peiw ew _eTiw
CosSW =———, senw = ——————
2 ’ 2j

Do mesmo modo, para s = o + jw, relembre que

cos(wt) —l—jsen(wt)], (eSt)y = et

est = et

Logo,

est 4 es*t

ot
t _=
e" cos(wt) 2
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Denominamos s de frequéncia complexa (generaliza a frequéncia w
em /% = cosw +jsenw), |w| de frequéncia angular e o de frequéncia
neperiana.

Assim, varios sinais reais podem ser escritos em fungdo de e** (veja
a Figura 1.48):

a) x(t)=et=s=0,w=0
b) x(t) = coswt = x(t) = %(ej“’t +e YY) (s =+jw,0=0)

(est+est) (s=o0+jw)

SIE

c) x(t) =e®tcoswt, 0 < 0= x(t) =

d) x(t) =e%tcoswt, 0 >0=x(t) = F(et+e5") (s=0Ljw)

£ ih)

Figura 1.48: Senéides de frequéncia complexa s = o & jw.

Plano s (plano de frequéncia complexa): veja as Figuras 1.49 e 1.50

x(t) = e 3t cos 10t = L (e(3H710)t 1 e(=3-510))
= s=-3%+j10  (veja a Figura 1.51)

x(t) = cos2t = } (eIt +e%) = s=4j2  (vejaa Figura 1.52)

X

OROMO

(t)=edt = s=0=28(real), w =0 (veja a Figura 1.53)
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Plano Complexo
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Figura 1.49: Plano s (plano de frequéncia complexa), onde s = o+ jw.
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-

Exponenciais Decrescentes

0.5

Parte Imaginaria
o

)

Plano Complexo

SPD

Exponenciais Crescentes

Parte Real

Figura 1.50: Semi-plano Esquerdo (SPE) e Semi-plano Direito (SPD). Sinais
de amplitude constante correspondem ao eixo imagindrio.
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Plano Complexo
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Figura 1.51: Frequéncia complexa de x(t) = e =3t cos 10t (Exemplo 1).
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Figura 1.52: Frequéncia complexa de x(t) = cos 2t (Exemplo 2).

Figura 1.53: Frequéncia complexa de x(t) = 8t (Exemplo 3).
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1.5 FUNGOES PARES E IMPARES

Um sinal x¢(t) é par quando, para todo t,
Xe(t) = xe(—t) (simetria em relagdo ao eixo vertical)

Um sinal x, (t) é impar quando, para todo t,

Xo(t) = —xo(—t) (rebatimento diagonal do gréfico)

x4(0)
—d \

(b)

Figura 1.54: Fungdo par (a), e funcdo impar (b).

Se x(t) é impar, entdo x(0) = —x(—0), ou seja, x(0) = 0.
Portanto:

* x(t) é impar = x(0) =0

* x(0) # 0 = x(t) ndo é impar
x(t) = Ccos(wt) é par, pois Ccos(wt) = Ccos(—wt) .
x(t) = Csen(wt) é impar, pois Csen(wt) = —Csen(—wt) .
(t) =t™, com n > 0 par, é um sinal par.
x(t) =t™, com n > 0 impar, é um sinal impar.

O impulso 5(t) é par. Logo, d(t) =0(—t) e d(T—1t) =58(t—T).

ORORORORO.
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Propriedades:
1. par =+ par = par
2. impar & impar = impar
3. par X impar = impar
4. par X par = impar X impar = par

5. 1/par = par  1/impar = impar

a a
6. Se x¢(t) é par, entdo J Xe(t)dt = ZJ xe(t) dt
—a 0

a
7. Se X, (t) é impar, entdo J Xo(t)dt =0
—a

Demonstracio de 3: par x impar = impar

Suponha que x(t) é par e que y(t) é impar. Entdo,

@ x(t) = cos(10t) sen(15t) ¢é impar
—_——— ——

par impar

@x(t):\ti(tz—i-])sen(St) é par
bl T

impar {
Pl par par fmpar

par
| —

impar

5
@ J t'0 sen3(100t) dt = 0
=54 ]
par impar
| —)

impar
@ x(t) = e “*cos(wt) , nem par nem impar

Componentes Pares e Impares de um Sinal: Seja x(t) um sinal. Entéo,
podemos decompor x(t) como

%[x(t) —x(—t)]

xe(t) € par xo(t) € impar

x(t) = 5 [x(t) +x(—t)] +

N —
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Note que:
* x(t) =xe(t) (xo(t) =0) & x(t) é par

* x(t) =%o(t) (xe(t) =0) & x(t) é impar

@ x(t) = eIt =cost+jsent
= (et +e ) =cost
= (et —e ) =jsent
@ x(t) = e~ tu(t), a > 0

= xe(t) = 7 (e~ tu(t) + etu(—t))

= Xo(t) = J(e7%tu(t) — etu(—t))

(veja a Figura 1.55)

X
o

-2 -15 -1 -0.5

~Oof ==
o
o
-
-
o
N

Figura 1.55: Gréficos do Exemplo 2: x(t) (acima), x.(t) (a0 meio), X, (t)
(abaixo).
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1.6 SISTEMAS

Sistema: € uma entidade em que os sinais de saida sdo alterados pelos
sinais de entrada.

Ex: motor elétrico, motor mecanico, equalizador de dudio, computador,
automovel, ecossistemas.

Kyl —— —— ()
X5(f) —m— ——— V(1)
x,{f) —=——j —— (1)

Figura 1.56: Representacdo de um sistema.

Modelagem matemdtica: obter relagdes matemadticas entre as entradas e
as safdas.

e Sistema Real x Modelagem x Analise (x(t) — y(t) =?)
x Controle (x(t) =? — y(t))

* Modelagem de sistemas elétricos: Leis de Kirchhoff

* Modelagem de sistemas mecénicos: Leis de Newton

1.7 CLASSIFICAQAO DE SISTEMAS

Em nosso curso, estudaremos apenas sistemas SISO (Single Input, Single
Output — Unica Entrada, Unica Saida). Além disso, consideraremos

somente sistemas em que cada entrada x(t) gera uma unica saida y(t).

Neste contexto, um sistema nada mais é do que um mapeamento do
conjunto de entradas no conjunto de saidas.

1. Sistemas Sem Memoria e Com Memoéria

Sem Meméria (ou Instantineo): quando a saida no instante t depende
apenas da entrada no instante t, ou seja, a saida em t independe dos
valores da entrada antes de t (passado) e ap6s t (futuro).

Com Memodria (ou Dindmico): quando o sistema ndo é sem memoria.

Isto significa que a saida no instante t depende de algum valor passado
ou futuro da entrada.

2. Sistemas Causais e Nao-Causais

Causal (ou Fisico ou Ndo-Antecipativo): quando a saida no instante t
independe dos valores da entrada ap6s t (futuro).
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Nao-Causal (ou Antecipativo): quando o sistema ndo é causal. Isto
significa que a saida no instante t depende de algum valor futuro da

entrada.

v(t) = Ri(t) (resistor), x(t) = i(t) é a entrada, y(t) = v(t) é a
saida: sem memoria e causal

@ y(t) = f(x(t)): sem memoria e causal
@ y(t) = cos(x(t —1)): com memoria e causal

@ y(t) = cos(x(t—1)) +sen(x(t + 1)): com memoria e ndo-causal

t
@ y(t) = J x(T) dt (sistema integrador): com memoria e causal

t+1
@ y(t) = J x(T) dt : com memoria e ndo-causal

—00

Obs| Todo sistema real deve ser causal. No entanto, sistemas nao-
causais possuem importancia pratica. Por exemplo, um filtro passa-
baixas (FPB) ideal é ndo-causal e, portanto, ndo pode ser construido
(realizado) na prética. Assim, o objetivo da engenharia é construir filtros
passa-baixas reais que possuem um desempenho préximo ao do ideal.

x(t) FPB y(t)

FPB Ideal y(t)=x(t), w<w

@ é a frequéncia de corte (veja a Figura 1.57).

Figura 1.57: FPB ideal e prético (real).
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3. Sistemas Lineares e Nao-Lineares
3.1 Sistemas Sem Meméria

Linear: quando o sistema (sem memoria) satisfaz (k é real ou imag-
inario):

a) X] —yrexy — Yy =x3=%X1+%x2 — Yz =y1+y2 (aditivi-
dade)

b) x — y = X = kx — Yy = ky (homogeneidade)
Note que as duas condigdes acima sdo equivalentes a:

X1 —r Y1 ex2 — Yz = x3 = k1x1 +koxp — y3 = kjy1 +kayz

(principio da superposigio)

Ao tomarmos k = 0 na condi¢gdo de homogeneidade, concluimos que
todo sistema linear satisfaz: ’x =0 — y = 0| No entanto, a reciproca
ndo é verdadeira. Isto significa que ndo podemos garantir que um
sistema é linear apenas porque x =0 —y = 0.

Importante 1! Aditividade # Homogeneidade

Nao-Linear: quando o sistema (sem memoria) ndo é linear. Isto
significa que existe (a0 menos) uma entrada em que a saida do sistema
ndo satisfaz a aditividade ou ndo satisfaz a homogeneidade.

Importante 2! Na prética, todo sistema fisico possui limitagdes na
amplitude da entrada x(t) (ex: resistor (veja a Figura 1.58)). Assim, sis-
temas reais ndo podem ser lineares pois a condicdo de homogeneidade
ndo é satisfeita.

i(t)=x(t)
X(t) <?> R ? y(t) = v(t) = Ri(t) = Rx(t)

0

Figura 1.58: Circuito elétrico: v(t) = Ri(t) é o modelo matemaético!
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modelo matematico
-1
y(t) =tx(t) = sem memoria
Escolha quaisquer x1(t) e x2(t). Suponha que

x1(t) — y1(t) = txq(t)
txa(t)

x2(t) — y2(t)

Escolha quaisquer constantes K; e K;. Tome
x3(t) = Kixq (t) + Kaxa(t)
Entéao,

y3(t) = tx3(t) = tKyxq () + tKaxa(t)
= Ky txq (t) +K2 tx2(t)
EHCEEETION

= Kyy1 (t) + Kaya(t)

-, é linear.

(2) y(t) = tx(t) +1
x(t) =0 — y(t) =1
*. ndo é linear!

y(t) =x*(t)
Suponha que

x1(t) — yi(t)
x2(t) — y2(t)

Tome
x3(t) = Kyxq(t) + Kaxa(t)

Para que o principio da superposigdo seja satisfeito, devemos ter
que

para quaisquer x1(t) e x,(t)

y3(t) =Kyys (t) + KZQZ(t) ] e quaisquer Ky e K3!
No entanto,

ya(t) = x3(1) = (Kixa (1) + Kaxz(1)”
= K3xF () + 2K Koxq (t)x2 (t) + KZx3(t)
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Assim, para x1(t) =1, x2(t) =0, K3 =2, K; =0, temos

x1(t) =1

yi(t) =xj(t) =1
x2(t) =0

y2(t) =x3(t) =0
x3(t) = Kyxq (t) + Kaxz(t) =2
ys(t) =x3(t) =4 ] L
Kiyi(t) + Kayz(t) =2

. ndo é linear!

3.2 Sistemas com Meméria

Condigdo Inicial (ou Estado Inicial) v(to) de um sistema com memdria no
instante to: é a informacdo em to que, juntamente com o conhecimento
da entrada x(t), t > to (futuro), determina uma unica saida y(t) para
todo t > to. Isto significa que, para se determinar o comportamento
futuro da saida, ndo importa a maneira como o sistema atingiu a
condigdo inicial v(to), ou seja, v(to) contém toda a informacao passada
do sistema até o instante ty. Assim,

x(t), t > to

Resposta Entrada Nula yo(t): é a resposta do sistema quando x(t) =
0,t > to: ‘V(to), x(t) =0,t > to} — yol(t), t > to ‘

Resposta Estado Nulo Yesn (t): é a resposta do sistema quando v(to) =
0: [ v(to) =0, x(t),t > to} — Yesn(t), t > to]

Linear: quando o sistema (com memoria) satisfaz (k é real ou imag-
inario):

a) (Aditividade) Se

entao

v3(to) = vi(to) +Vv2(to),
x3(t) =x1(t) +x2(t), t = to

b) (Homogeneidade) Se

} —y3(t) =yr1(t)+y2(t), t = to

} —y(t), t>to
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entao

V(to) = kv(to),

} — y(t) =ky(t), t > to
X(t) = kx(t), t > to

Note que as duas condi¢des acima sdo equivalente a:
(Principio da Superposigio) Se

vilto), — i (t), t>to
x1(t), t = to

entao

v3(to) = kivi(to) +kava(to),

—y3(t) = kiyr(t) +kaya(t), t > to
x3(t) = kyixq(t) +kaxa(t), t > to

Ao tomarmos k = 0 na condi¢do de homogeneidade, concluimos
que todo sistema linear (com memoria) satisfaz:

Vlto) =0, x(t) =0, > to] — y(t) =0,t > to]

No entanto, a reciproca ndo é verdadeira. Isto significa que ndo pode-
mos garantir que um sistema é linear apenas porque v(tp) =0, x(t) =
0,t>to} — y(t) =0,t > to.

Importante 1! Aditividade % Homogeneidade

Nio-Linear: quando o sistema (com memoria) ndo € linear, ou seja,
ndo satisfaz a aditividade ou ndo satisfaz a homogeneidade.

Importante 2! Na prética, todo sistema fisico possui limita¢des na am-
plitude da entrada x(t) (ex: motor elétrico). Assim, sistemas reais nao
podem ser lineares pois a condi¢gdo de homogeneidade nédo é satisfeita.
No entanto, para variagdes ndo muito grandes na entrada, diversos
sistemas reais se comportam como se fossem lineares. No entanto, para
variagdes ndo muito grandes na entrada, diversos sistemas reais se
comportam como se fossem lineares. Isto serd visto mais adiante em
nosso curso no tépico “Lineariza¢do de Sistemas Nao-Lineares”.

Concluimos entdo que resposta total y(t),t > to, de um sistema
linear com memdria é dada por y(t) = yo(t) + Yesn(t), ou seja:

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

linear em v(to) linear em x(t)

Propriedade de Decomposigio

Sistemas sem memoria ndo possuem estado inicial. Para sistemas
com memoria, sempre assumimos que v(—oo) = 0.



1.7 CLASSIFICAGAO DE SISTEMAS 85

Exemplos

@ Considere o circuito RC mostrado abaixo:

R

| Wy

I ¥in

vl

F

x| f C o

Figura 1.59: Circuito elétrico RC.

y(t) = v(t) =vr(t) +vc(t)
Vr(t) = Rig(t) = Rx(t)

. _ ~dve(t) _ ~dvc(t)
ic(t)=C m = x(t)=C m
1 t
= vc(t) = J x(1)dt + vc(—00)
Cl o [
=0
Temos que capacitor
descarregado
emt=—o0

to
-
=vc(to)
estado inicial
em typ t
PN 1
y(0 =Velto] + R0+ & | x(T)dr, t2 10| ()
N~—— C to
resposta a
entrada nula resposta ao estado nulo

Com meméria e causal!
Vamos mostrar que (*) é linear.

Suponha que

ve, (to),

—yi(t), t=to vea(to), —ya(t), t = to
X1 (t)r t> to

XZ(t)/ t 2 tO
Escolha K; e K3, e tome

ve, (to) = Kyve, (to) +Kave, (to)
x3(t) = Kixq(t) + Kaxa(t), t > to
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Seja y3(t), t > to, a saida correspondente, ou seja,

v, (to),

— U3(t)/ t > tO
X3 (t)/ t2> to

Entdo, para t > to,
1 t
yalt) =ve (to) + R () + & | xsl0)de

to
= [Kyve, (to) +Kave, (to)] 4+ R[Kyxq (t) + Kaxz(t)]

1 t
+c LO [Kixq(T) 4+ Kaxz(T)] dT

= Ki [ve, (to) + Rx1 (1)] + Kz [ve, (to) + Rxa(t)]

1t 1(t
—I—K1J x1(T) dT—i—KzJ x2(T) dt
C Jt, C i,

=Ky (t) + Koyz (t)

. (%) é linear.

dy(t) > _
BT +t7y(t) = (2t + 3)x(t)

. I
modelo matemético da
relagdo entrada-saida

Este modelo significa que: dadas qualquer entrada x(t) e qual-
quer condicdo inicial y(to), a4 saida y(t) do sistema é a solugdo
desta equacgdo diferencial.

Verifique se a resposta ao estado nulo (i.e., y(tp) = 0) é linear
em x(t).

Solugdo: Suponha que

x1(t) — yi(t)
x2(t) — y2(t)

Escolha K7 e K5, e tome
x3(t) = Kixq (t) + Kaxa(t)

Seja y3(t) a saida correspondente, ou seja,
x3(t) — ys(t)

Devemos mostrar que ys3(t) = Kjy1(t) + Kayz(t).

Temos
dy(;t(t) +t2y1(t) = (2t +3)x1 (1) (1)
W20 20 () = 2t 4 3)al(t) (2)

dt
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dys(t)

i +t2y3(t) = (2t + 3)x3(t)

=(2t+3) [K]X] (t) + KzXz(t)]
= Ki (284 3)x1 (1) +K3 (2t +3)x2(t)
=(1) =(2)

s dy1(t)

iR +t?y; (t)} +Kz [d‘ﬁt{t) +t2ya (1)

dy;t(t) N tzy3(t) _ d(K1y] (t)d': KZUZ(t)) + tZ (K1y1 (t) + szz(t))
= (2t +3)x3(t)

Assim, y3(t) e Kqy1(t) + Kzyz(t) sdo solugdes da equacdo difer-
encial para a entrada x3(t). Como a saida é tinica, temos

y3(t) = Kqys(t) + Kayz(t)

Portanto, é linear.

@ Repita @ para

Solugdo: Suponha que

x1(t) — y1(t)
x2(t) — ya2(t)

(t) + Kax2(t) — y3(t)

= Koy (0 Y 3y ) 4 Ky (1) 220
:ﬁm(t)dm(t)JrK (t)dyz(t)

31K t K t
pr K2y2 T [Kyy1(t) + Kaya(t)]

K
# [Kiy1 (1) + Kaya (1)] d[Krys (t)thf 2y2(t)]

+3[Kyy1 (1) + Kaya (1))
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Ky (0 + Kowa (0] [ K9 dy(;t(t) LK, dy;t(t)
+3[Kyy (1) + Kayz (1)]

= K3y (t) dy(;t(t) + K3y, (t) dyjt(t) +K1Kay1 (t) dyét(t)
KK 0 Y 31y (0) + Koy (1)

:K_%m(t)dy(;t(t) + kst dyjt(t) +K1K2d[y1(232(t)]
+3[Kqy1 (t) + Kayz (1) )

‘. ndo é linear.

4. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo

Nogio intuitiva: quando as caracteristicas de um sistema ndo mudam
com o tempo, dizemos que o sistema é invariante no tempo. Caso
contrério, dizemos que o sistema é variante no tempo.

A massa de um transatlantico sofre grandes variag¢des ao longo
do tempo devido ao consumo do combustivel. Logo, é um sistema
variante no tempo. Em geral, sistemas reais sdo variantes no tempo
devido a deterioragdo e ao envelhecimento dos componentes fisicos ao
longo do tempo. No entanto, num certo intervalo de tempo finito ra-
zoével, diversos sistemas reais se comportam como se fossem invariantes
no tempo. Por exemplo, um automével zero pode ser considerado
invariante no tempo no primeiro ano de uso.

Vamos agora definir de maneira precisa este conceito.

4.1 Sistemas sem Memdria

Invariante no tempo: quando

x(t) — y(t) = x(t) =x(t=T) — y(t) =y(t—=T)

™ ,..f\/\x

e

L

- | —t—

Ff“\
! W i

Figura 1.60: Ilustracdo grafica da invaridncia no tempo.
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Xifh M wi=1}

1]d] it — Th ¥ig — T}

hi

Figura 1.61: Diagrama para sistemas invariantes no tempo: o Sistema S co-
muta com o Atraso.

Variante no tempo: quando nao é invariante no tempo.

@ y(t) =sen (x(t))

Suponha que
x(t) — y(t) =sen (x(t)) ... y(t—T) =sen (x(t—T))

Logo,

89

X(t) =x(t—T) — y(t) =sen (Y(t)) = sen (x(t — T)) =y(t—T)

*. € invariante no tempo.

@ y(t) = (sen t)x(t—2)
Suponha que

x(t) — y(t) = (sen t)x(t —2)
Assim,
yt—T)=sen(t—T)x(t—T—2)

Logo,

X(t) =x(t—T) — y(t) = (sen t)x(t —2) = (sen t)x(t — T —2)

#yt—T)

*. € variante no tempo.



1.7 CLASSIFICAGCAO DE SISTEMAS

@ Todo sistema da forma

é sem memoria e linear. Se a(t) independe do tempo, ou seja
a(t) = cte., entdo o sistema é invariante no tempo. Caso contdrio,
¢ variante no tempo.

4.2 Sistemas com Meméria
Invariante no tempo: quando a seguinte propriedade é satisfeita:

Se

(to+T) =vo,
) =x(t—T), t>to+ T

<|

Ilustragdo de invaridnica no tempo:

0.8
0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2
0.2

0.8
0.8
06 0.6

0.4 0.4

0.2

Figura 1.62: Sistema com memoria invariante no tempo.

Desse modo, para sistemas invariantes no tempo, ndo importa o
tempo inicial to em que comecamos a estudar o sistema ou aplicamos
a entrada. Assim, para simplificar, podemos sempre escolher to = 0.
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Variante no tempo: quando ndo é invariante no tempo.

Pode-se mostrar que todo sistema descrito por uma equagéo difer-
encial da forma

dNy N dN*] y dM
dtN

d
_|_..._|_bN717X

a0 atM dt

aq qEN—1 +- 4+ any =bnom + bnx

é um sistema causal, com memoria e linear, onde N > M e os coeficientes
(parametros) ai, b; sdo constantes ou dependentes do tempo t.
d*y | ,dy

. 2 _
Exemplo: e +1t A +cos(bt)y =t

dx

N=2M=1
T (N=2,M=1)

Quando todos os pardmetros aj, b; em (%) sdo constantes, o sistema
é invariante no tempo. Caso contrdrio, é variante.

Propriedade (serd mostrada na Segdo 2.4): Considere um sistema linear com
memdria causal invariante no tempo. Suponha que x(t),t € R, é uma
entrada causal e seja T > 0. Entdo, Yesn(t), t € R, é causal e:

Se

v(0) =0, x(t),t >0} — Uesn(t)/t >0

V(O) = 0/ i(t) = X(t_T)/t Z O} — gesn(t) = yesn(t_T)rt = 0

Isto significa que x(t),t > 0 — Yesn(t),t > 0, se comporta como um
sistema linear sem memdria invariante no tempo!

5. Sistemas em Tempo Continuo e em Tempo Discreto: um sistema
em tempo continuo é um sistema em que as entradas e as saidas sao
sinais em tempo continuo. Um sistema em tempo discreto € um sistema
em que as entradas e as saidas sdo sinais em tempo discreto.

6. Sistemas Analégicos e Digitais: um sistema analégico é um sistema
em que as entradas e as saidas sdo sinais analégicos. Um sistema digital
é um sistema em que as entradas e as saidas sdo sinais digitais.
Ex: motor elétrico (sistema analégico em tempo continuo), computador
(sistema digital em tempo discreto).

Sinais em tempo discreto surgem naturalmente no processamento
de sinais em tempo continuo por um computador (veja a Figura 1.63).

91

(%)



1.7 CLASSIFICAGAO DE SISTEMAS 92

-
- | - ”_: . = LN FER .
L

Figura 1.63: Processamento de um sinal analégico por um computador.

7. Sistemas Invertiveis e Nao-Invertiveis

Relembre que um sistema S associa uma tnica saida y(t) para cada
entrada x(t), ou seja, corresponde a um mapeamento do conjunto de
entradas no conjunto de saidas. Quando diferentes entradas geram
diferentes saida, isto é,

X1 #X2=VY1 #Yyz2  (ou,equivalentemente,y; =y, = x1 = x2)

dizemos que o sistema ¢é invertivel. Caso contrdrio, dizemos que o
sistema é nio-invertivel.

Note que dizer que um $ sistema é invertivel é o mesmo que dizer
que o mapeamento correspondente é injetivo. Neste caso, podemos,
a principio, determinar o sistema inverso S; do sistema original S, o
qual determina x(t) a partir de y(t). Desse modo, S em série com S;
resulta no sistema identidade (y = x). Isto é ilustrado na Figura 1.64.
Ex: gravacdo em vinil, .ZIP, criptografia

iid v xii}
- 5 - 5 ——

Figura 1.64: Sistema S em série com seu sistema inverso S;.
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Exemplos

(D yt=2xt)  (S)

E invertivel, pois

X1 #X2 = Y1 =2x1 =2x2 # Y2

O sistema inverso é dado por

1
yi(t) = ixi(t) (S4)
e
x(t) S y(t) s yi(t) = x(t)
xi(t)
pois
1 1 1

(2) y(t) =x*(1)

ndo é invertivel, pois

7é[761:]:>y]:] ]

XZZ—] = UZZ]

@ y(t) = Jt x(T)dt (integrador ideal) (S)
Este sist;;;a é invertivel, pois se
Y1 =Y2
entdo
=91 =Y2=x
O sistema inverso é dado por

wiy = Ty

pois

yt) = x(1) dt =y(0) + J x(T) dT | valido nos instantes t em

que x(t) é continuo



e, para xy =y, temos

yi(t) = —— =

1.7 CLASSIFICAGCAO DE SISTEMAS

% Jt x(T) dt

—0o0

No entanto, S; ndo é invertivel!

as saidas correspondentes foram observadas (direita), conforme

os gréficos abaixo:

@ Aplicou-se 4 entradas diferentes (esquerda) num sistema linear e

12 T T T T T 12
.
1
1k | 4 1k
1
1
1
1
0.8} ! 4 0.8
1
1
1
1
0.6F ! E 0.6F
1
1
1
1
0.4} 1 4 0.4l
1
1
1
1
0.2 1 b 0.2
1
1
1
1
of --—-——=- of
1
1
-0.2 L L 1 L | 02
-1 0 1 2 3 4 5 -1
Figura 1.65: (a)
25 T T T T T 25
Pys 1 4 s
1
1
1
1
1
15 1 b 15F
1
1
1
1
1
1k 1 q 1k
1
1
1
1
1
05 ' q 05
1
1
1
1
o —— - ok
1
05 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o5
-1 0 1 2 3 4 5 -1

Figura 1.66: (b)
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15 T T T T T 15

05 0.5

-051 -0.51

15 L L L L L 15 L L L L L
-1 0 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 1.67: (c)

12 T T T T T 12
' '
1 1
1k 1 1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0.8 ! 0.8 !
1 1
1 1
1 1
1 1
06 ! 0.6 !
1 1
1 1
1 1
1 1
0.4 ! 0.4 1
1 1
1 1
1 1
1 1
0.2 1 0.2 1
1 1
1 1
1 1
1 1

0 —— - - - 0 R

1 1
1 1

-0.2 -0.2

1 0 1 2 3 4 5 1 0 1 2 3 4 5

Figura 1.68: (d)

¢ A partir de (a) e (b), podemos concluir se o sistema é vari-
ante ou invariante no tempo?

Solugdo: Como o sistema é linear, para x(t) = 2x(t), temos
y(t) = 2yi1(t). Note que x2(t) = 2x1(t—1) = X(t —1).
Assim, para que o sistema seja invariante no tempo, dev-
erfamos ter que Yy, (t) =y(t—1) =2y (t—1). Mas, y (t) #
2y1(t—1). Logo, é variante no tempo.

e E possivel determinarmos y3(t) a partir de (a) e (b)?
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Solugio: Temos que x3(t) = x7(t) —0,5%,(t). Como o sis-
tema ¢ linear, concluimos que ys3(t) = yi(t) —0,5yz(t) (e
ndo é preciso invariancia no tempo!).

e E possivel determinarmos y4(t) a partir de (a) e (b)?
Solugdo: Temos que x4(t) = x1(t —2). No entanto, como o

sistema ¢é variante no tempo, ndo podemos assegurar que
ya(t) =y (t —2). Portanto, ndo é possivel.

8. Sistemas BIBO (Bounded Input/Bounded Output) Estaveis e In-
staveis

Relembre que um sinal f(t) é limitado quando existe M < oo tal
que
If(t)] < Mf < oo, para todo t € (—o0, 00)
ou, de maneira equivalente,
—M¢ < f(t) < My, para todo t € (—oo, 00)
Propriedades:

a) Se tlim f(t) = oo, entdo f(t) é ilimitado.
—00

b) Se f(t) =0 parat<tpe tlim f(t) = ¢, entdo f(t) é limitado.
— 00

Dizemos que um sistema é BIBO estdvel quando toda entrada lim-
itada resultar numa saida limitada. Caso contrario, dizemos que o
sistema é BIBO instdvel. Isto significa que existe (a0 menos) uma en-
trada limitada x(t) em que a saida y(t) é ilimitada.

Ex de sistemas BIBO instdveis: reatores quimicos, avides de alto de-
sempenho
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Exemplos

(1) y(t) =x*(1)

Suponha que

Ix(t)] < My < o0
Entdo

ly(t)] = b (B)] = x(t)lIx(t)] = Ix(t)]> < Mg, para todo t
M,
- ]

Logo, é BIBO estavel.
(2) y(t) =x(t) —x(t—1)

A desigualdade triangular fornece que

y()] = Ix(t) = x(t = 1) < x(t)] +[x(t = 1)| < Mx + My = 2M,, para todo t
=My

-, é BIBO estéavel.

Ix(t) <1 (é limitado)

y(t) =t (é ilimitado! Veja a Figura 1.69)

(4) y(t =V

Suponha que
Ix(t)] < My < 0o, para todo t
Assim,
—M, < x(t) < My
Como f(t) = e' é uma fungdo crescente, obtemos que

—eMx <0< e Mr g y(t) < eMx
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12

0.8
0.6
0.4

02—

02 L L L L L L I I |
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16

Figura 1.69: Saida ilimitada y(t) = t.

Logo,
ly(t)] < eMx, paratodot (élimitado!)

Portanto, é BIBO estavel.

® v -5

(veja a Figura 1.70)

f(t), t<0
temos que
lim x(t) =0
t—o0

Logo, x(t) é limitado. No entanto, para t > 0,

dx(t
yt) = x(t) _ —e tsen(e?t) + et cos(e?t)2e?t

dt
0 (t — o0)

:—M+ 2et cos(e?t)
e —

é ilimitado!

Portanto, y(t) é ilimitado e o sistema é BIBO instavel.



1.8 MODELAGEM E SIMULAGAO DE CIRCUITOS ELETRICOS

12

sin(1)

0.8~

0.6

0.4

elsin(e?)

O m e e e e e e e e e e e e

Figura 1.70: Exemplo de um sinal que converge para zero (limitado) com
derivada ilimitada!
1.8 MODELAGEM E SIMULAGCAO DE CIRCUITOS ELETRICOS

1. Descri¢do Entrada-Saida (Externa)

e Resistor (R): vg(t) = Rig(t)

* Capacitor (C): ic(t) = Cd\’c(t)
dt
e Indutor (L): vi (t) = Ldlcliit)

Utilizamos entdo a Lei de Kirchhoff da Tensoes (LKT) e a Lei de
Kirchhoff das Correntes (LKC) para obter a relagdo entrada-saida.

Para simplificar, definimos os operadores diferenciais: D = d/dt,
D?Z = d2/dt?, e assim por diante.
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Exemplos

@ Considere o circuito dado abaixo:

R
N\ -0

t) =V, (t
(0 c-yF L YO=%0

i(t) |

Figura 1.71: Circuito RC com R =5Q e C =1/5F.

o LKT: —x(t) +vg(t) +vc(t) =0
dvc(t)

e i(t) =1ig(t) =ic(t)=C T

= CDv¢(t) = CDy(t)

ou
dy(t)
=yt t
2=+ y(t) = x(1)
Sistema linear invariante no tempo com memoria!
ou

[(D+1)y(t) =x(t)]
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@ Considere o circuito dado abaixo:

x(0) | , y@) -~ vedr)

a
1 | =
Tt

Figura 1.72: Circuito RLC, com y(t) = v (t).

o LKT: —x(t) + v (t) + vr(t) +vc(t) =0
e i(t) =1iL(t) = ir(t) =1ic(t) = CDvc(t) = CDy(t)

v (t) +Vr(t) +ve(t) = x(t)
LDi (t) 4+ Rig(t) +y(t) = x(t)
LDic(t) + Ric(t) +y(t) = x(t)
LCD?y(t) + RCDy(t) +y(t) = x(t)
- 0,5D%y(t) +1,5Dy(t) +y(t) =x(t)  (x2)

D?y(t) +3Dy(t) + 2y(t) = 2x(t)

ou
d’y(t)  ,dy(t)
2y(t) = 2x(t
Sistema linear invariante no tempo com memoria!
ou

(D2 +3D +2)y(t) = 2x(t)

Veja as Segoes 1.8-2 e 1.8-3 do Lathi para modelagem de sistemas mecinicos
e eletromecinicos (motor CC).
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2. Descricao Interna: Descricao em Espaco de Estado

Descrigio interna: é a descrigdo matemaética que é capaz de determi-
nar todos os possiveis sinais de um sistema.

Varidveis de estado: é um certo conjunto de sinais que permite deter-
minar fodos os demais sinais de um sistema.

Descrigio em espago de estado: é a descrigdo matematica que determina
as relagdes entre as varidveis de estado e a entrada do sistema por
diversas equagdes diferenciais de primeira ordem (uma para cada
variavel de estado). Por exemplo, se q1(t),..., qn(t) sdo as varidveis
de estado e x(t) é a entrada, entdo o descricdo em espago de estado é:

éh - fl(ql/---,(]nzx)

dn = fnlqi,...,qn,x)

Para um dado sistema, escolhemos as varidveis de estado como os
sinais que correspondem aos elementos armazenadores de energia no
sistema. Por exemplo, em circuitos elétricos, as varidveis de estado sdo:
as tensoes nos capacitores (energia armazenada no campo elétrico) e as
correntes dos indutores (energia armazenada no campo magnético).

@ Considere o circuito dado abaixo:

1H

q](f)

F s g,

b |

x(t)

Wy
30

Figura 1.73: Circuito elétrico, com q1(t) =1 (t) e q2(t) =vc ().

e (1(t) e g2(t) sdo as variaveis de estado = a descricdo em
espago de estados corresponde a duas equagdes diferenciais de
primeira ordem da forma:

qq(t) =f1(q1,92,%)
qZ(t) = fZ(CIth;X)
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o LKT: —x(t) +vi (t) +vc(t)+vr(t) =0
e i(t) =1ir(t) =ic(t) = iL(t) = g1 (t)

1/2

4
= qi(t) =1i(t) = Cvc(t) = Cqz(t) = |q2 =2q;

wove(t) Fve(t) +vr(t) = x(t)
v (t) +ve(t) + Rig(t) = x(t)
Lip (t) +ve(t) + Rig (t) = x(t)

&én (t) + q2(t) +lfq1 (t)=x(t) = [q1 =—3q1 —q2+x
1 3

@ Considere o circuito dado abaixo:

Vg (1)
—>———N\N—ﬁ
R, =1Q
L
C.DX(t) C=1F —— Ve () =60 Ve, () =V, (1) = 4,(1) %
‘T VR, (t)
R, =2Q R, =5Q
A D
Figura 1.74: Circuito elétrico.
q1 (t) =VC (t

} variaveis de estado

[ LKTA2

—x(t) + Vg, (t) +vc(t) =0
VR (H) +ve(t) = x(t)
Ryig, (t) + g1 (t) = x(t)

1
1
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o LKCp:
=Cvc(t)=q: (1) o
ig, () =ic(t) +1i(t) = |ig, (1) =1 (t) + q2(t) + q12
0
i(t) =i (1) + ir,(t) = q2(t) + q12(t)
VR, (t
i, (t) +q1(t) = x(t)
t
a0+ 20+ 9 gy 0 =x(0

o LKTp:

—q1(t) +vL(t) +vg,(t) =0
—q1(t) + Lig (t) + R3ig (t) = 0

—q](t) +2q2(t) +5q2(t) =0 = qZ = O,5q] —2,5q2

Logo,
41 =—1,5q1 —q2 +x
qZ = O/5q1 _215q2
ou, em forma matricial,
q=Aq+Bx,

onde

q= [ q‘
q2
Simulacdo no Matlab:

10

y=Cq+Dx, C=
b

x1(t)
x2(t)

u(t) com tf =10,
sen(t) com ty =10e ty =100
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ANALISE NO DOMINIO DO TEMPO DE SISTEMAS
EM TEMPO CONTINUO

2.1 SISTEMAS LCIT

Considere um sistema linear em tempo continuo invariante no tempo (LCIT)
em que a relagio entrada-saida é descrita por uma equagdo diferencial
da forma

dNy dN—Ty dMx

dx
atN + ag N1 +--4+any =bnm 4+ 4+bno1—=— +bnx

dtM dt

onde N > M e os parametros ai, b; sdo constantes e reais. Denom-
inamos N de ordem do sistema. Utilizando o operador diferencial
D = d/dt, podemos rescrever tal equagdo como

onde

QMD)=DN+a;DN"" 4. tan_ 1D+ an
P(D) ZbN_MDM+"'+bN_]D+bN

O estado inicial do sistema em to = 0~ é o vetor
vo=[y"™N"D07) ... yM(7) y(0)] e RN

Isto significa que

Vo,
x(t), t > O}

Como o sistema é linear, sabemos que a resposta total y(t), t > 0, é
dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

y(t) Yo (t) (x=0) Yesn (1) (vo=0)

Propriedade de Decomposigio

Para efeitos de cdlculo de Yesn(t), t > 0, considera-se que x(t) =
0, t < 0 (entrada causal!).

Relembre que um sinal f(t) é suave quando as derivadas de todas
ordens existem. Em nosso curso, assumiremos que a entrada x(t) é
suave por partes.
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2.1 SISTEMAS LCIT 106

Seja Sx = {t1,t2,t3,...} C [0,00) 0 conjunto de instantes de tempo
em que x(t), x(W),..., xM() apresentam saltos de descontinuidade.
A saida correspondente do sistema é o (iinico) sinal suave por partes
y(t), t >0, tal que:

1. y(t),yM(t),...,y™N(t) sdo continuas por partes, e os possiveis
saltos de descontinuidade estdo em Sy ;

2. Paratodot > 0 com t ¢ Sy, temos que y(t), y M), ..., yM()

satisfazem
M

X dx
v PN g b

3. A resposta estado nulo satisfaz Yesn(t) = 0,t < 0. A resposta entrada
nula yo(t),t € (—oo, 00), é suave e satisfaz

(N)

Y™+ ay™ o bany =bnem

Q(D)UO(t) = (DN —|—Cl11:)N_1 + - "+aN—1D+aN)yo(t) —0
com [y (0) ... y§"(0) yo(0)] =vo;

4. A saida y(t) satisfaz [y(N*”(t) oy y(t)] ‘t:O* =vy.

Yo(t) e Yesn(t) sdo determinados de maneira independente.

(D? +3D +2)y(t) = Dx(t) (N=2,M=1)
com
() YO)= } = vo =[5 0]

y(0)=-5

x(t) = 10e3tu(t), t € (—oo0, 00)
Veremos mais adiante que
Y(t) =yo(t) +Yesn(t), t=0
onde

Yyo(t) = —5et +5e%t te (—00, 0)
Yesn(t) = [~5e 7t 4+20e7 2t — 15e3Hu(t), t € (—o0, )

Verificacdo de que y(t) é a saida do sistema:

@ x(t) = 10e3tu(t)
x(t) = —30e73t, t>0

De acordo com a Figura 2.1, vemos que x(t) e x(t) apresentam
saltos apenas em t; = 0. Logo, Sx = {0}.
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Figura 2.1: Gréficos de x(t) (acima) e x(t) (abaixo).

@ y(t) = —10e t +25e 2t —15¢73, t > 0
y(t) =10e t —50e 2t +45¢ 73, t >0
§(t) = —10e t +100e 2t —135¢73, t > 0
G(t) +30(t) +2y(t) = —10e " + 100e~2t — 135¢ 3

+30e t —150e 2t 4 135¢ 3t
—20e t +50e 2t —30e 3t
=—30e 3t =x(t), t>0
@ yo(t) = —5e t+5e72, t € (—o0,00)
Yol(t)
Uo(t) = —5e t+20e 2!, t € (—o0, )

57t —10e 2%, t € (—o0, o0)

o

{yo( ) =0
Yo(0) =5

Yolt) +3Yo(t) +2yo(t) =0, t € (—o0,00)
[Yesn(t) =0, <0

Yo (t) é continua OK com ()

1) T
(4) ¥(07) =yo(07) +Yesn(07) = yo(0) = 0
=0
y(0r)=—10+25—-15=0

~> y(t) é continua em t; = 0!



2.2

2.2 RESPOSTA ENTRADA NULA

Yo(t) é continua OK com (x)

5
y(07) =yo(07) + Yesn(0-) = Yo(0) = =5
|:—O,

y(0t)=10—50+45=>5

~~ (t) apresenta um salto em t; = 0!

RESPOSTA ENTRADA NULA

Considere o sistema

com condi¢do inicial vo = [y(N_”(O_) ... y“ )(07) y(O_)] € RN,
Desse modo, a resposta entrada zero yo(t) é a solugdo suave da equagao
diferencial homogénea

com

yo(t) =creMtepteMt 4o e tm TeMt pe et oneNt,

QMD)yo(t) = (DN +a; DN+ ... +an_1D +an)yolt) =0

N 0) .o y80) yol0)] =vo.

Q) = AN + ayAN=T 4 an_1A + an: polindmio carateristico do
sistema (grau N !!!)

Q) =(A—=A1)...(A—=AN) = 0: equagdo caracteristica

A, ..., AN € C: raizes carateristicas (ou valores caracteristicos, auto-
valores, frequéncias naturais)

Raizes caracteristicas Ay, ..., AN distintas e reais: temos que
_ At ANt
Yol(t) =cre™ 4 +cene™',  te (—oo,00)

ou seja, Yyo(t) € uma combinagdo linear dos N modos caracteris-

ticos (ou modos naturais) eMt,...,eM*t Os N coeficientes reais
~ . . - N—1

c1,...cN sdo determinados a partir da condigdo [y (() )(O)

y$"(0) yo(0)] = vo.

Raizes caracteristicas A1, ..., AN repetidas e reais: quando quando a
raiz caracteristica A; tem multiplicidade r > 1, temos que

ou seja, Yo(t) € uma combinagdo linear dos N modos caracteris-
ticos eMt, teMt .., T TleMt At eANt No caso de
existirem vdrias raizes caracteristicas com multiplicidade maior
que 1, a expressdo para yo(t) é analoga.
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2.2 RESPOSTA ENTRADA NULA 109

* Raizes caracteristicas A1, ..., AN complexas: as raizes complexas do
polindmio caracteristico

QA) = AN+ AN +an 1A+ an

sempre ocorrem em pares complexos conjugados, pois os coefi-
cientes a; sdo reais. Logo, se Q(A) = 0 com A complexo, entdo

QM*) =o.
Suponha que A1 = a7 +jB1 é uma raiz caracteristica complexa
do sistema de multiplicidade r = 1. Neste caso,

et cos(Brt+07)
é o modo caracteristico do sistema associado a A1 complexo.

Por exemplo, se A1, Ay = A7, A3, ..., AN sdo raizes caracteristicas
com Az, ..., AN reais e distintas, entdo

Yo(t) = cre®tcos(Brt+07) +cze™t 4 Fene™t, te (—oo0,00)

onde os N coeficientes reais c1,31,¢3,...cn sdo determinados a partir
. N—T 1
da condicao [yé o) ... yé J(0) Yo(0)] =vo.
De maneira semelhante, se A7 = &1 +jf31 é complexo e tem multipli-
cidade r > 1, entdo

e tcos(Bit+07), te* tcos(Bit+01), ..., t7 TeXtcos(Brt+07),

sdo os T modos caracteristicos do sistema associados a Aj.

Meétodo Alternativo (equivalente e mais facil!): podemos sempre es-
colher 2r modos caracteristicos associados a uma raiz caracteristica
complexa A1 = &7 +jf31 de multiplicidade r > 1:

e®tcosPBit, eXtsenPit, te*'tcosBit, te* tsenPit,

v, et cos Bt tT Te® b sen Bt

Em resumo: yo(t) é sempre uma combinagdo linear (com coeficientes
reais) dos modos caracteristicos do sistema. Os coeficientes da tal
combinagdo linear sempre existem, sdo inicos, e sdo obtidos a partir
da condicao [y(()N_”(O) yé”(O) Yo(0)] =vo.

Portanto, quando x(t) = 0,t > 0 (entrada nula), entdo y(t) =
yo(t),t > 0, fica completamente determinada pela condigdo inicial vy e
pelos modos caracteristicos do sistema!

Obs 1| Quando utilizamos o método alternativo, yo(t) serd uma com-
binagao linear de N modos caracteristicos. Os N coeficientes reais
de tal combinacdo linear sempre existem, sdo unicos, e sdo obtidos a
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partir de um sistema de equagoes lineares determinado pela condigdo
wo" 0) - yg"(0) yo(0)] = vo.

Quando vo = 0, entdo yo(t) = 0, t € (—o0,00), ou seja a
resposta entrada nula é zero! Logo, se vop = 0, entdo y(t) = Yesn(t), t >
0 (como teria que ser!).

(1) (D+5)y(t) =x(t), y(07) =5 (=vo)
yo(t) =2 ((D+5)yo(t) =0)

Q(D)=D+5

Q) =A+5

Q(A) =0 = A= -5 = modo caracteristico: e >t
yol(t) = =ce ot } N 5=ce>%=c
dult) —yl0 )5

Yo(t) =5e " | (veja a Figura 2.2)

yo(t)

1
1
1
1
|}
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
r

Figura 2.2: Gréfico de yo(t) = 5e >t

(2) (D2 +2D)y(t) = x(t)
} = Vo = [4 ]]
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A — 0 modos
QA) =AM +2A=AA+2)=0 = { ! = caracteristicos:
Ay =2 eOt’ e 2t
yo(t) = C e>“t + C2€>\zt =C1+ Cze_zJt
Cq :?, Co =7
yo(t) =cq +cre 2t
Yo(t) = —2coe 2t
yo(0) =y(07) =T=cr+c2e O =ci+c; } _|e=3
Uo(0) =9(07) =4 = —2c2e % = —2¢; c2 =2

Yo(t) = 3 —2e %' |(veja a Figura 2.3)

35

25~

Figura 2.3: Gréfico de yo(t) = 3 —2e 2%

@ (D? +3D +2)y(t) = Dx(t)

vl = } = vo=[-5 0]
y(07)=-5
Q(D)=D?2+3D+2
Ar = —1 modos
QA=A +3A+2=0 = ! = caracteristicos:
A =-=2 e—t, e—2t
yol(t) = creMt +creMt =cret 4 cre?t
Uol(t) = —cre t —2c e 2t
Yo(0) =y(07)=0=c1 +c2 _ o =5
Yo(0) =y(07)=—-5=—c1 —2c c2=>5
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2.2 RESPOSTA ENTRADA NULA 112

-~ lyo(t) = —5e t + 572t
lim yo(t) =0
t—o0

@ (D2 46D +9)y(t) = (3D +5)x(t)

9(0 )=3 } L v 7 3
y(07) =~7
Q(D)=D?+6D+9
modos
QA)=A>4+6A+9=0 = |A\; =\, = 3| = caracteristicos:
e—3t, te—3t
Yol(t) = (c1 +cat)e 3t =cre 3t 4 cote 3t
Yo(t) = —3cq e 3t 4 cre 3t —3cote 3t
Yyo(0) =y(07) =3=c¢; _|ja=3
Yo(0) =y(07) =—7=-3c1+c2 =2

yo(t) = (3+2t)e "
Note que tlim Yo (t) = 0 pois, por L'Hopital, obtemos
—00

) 2t 2
th—>ngo 2te? th—>n<r>lo e3t th—>oo 3e3t 0

@ (D% +4D 4+40)y(t) = (D +2)x(t)

y(07) =2 } ~ vy =[16,78 2]

U(0) = 16,78

QA) =A?+4A+40=0 = Ay = 246 (complexo!)

Modos caracteristicos: e 2t cos 6t, e 2t sen 6t

Yo(t) =cre 2t cos 6t +cre 2t sen 6t

Yolt) = —2c1 e 2t cos6t—6c1e 2t sen 6t —2c e 2t sen 6t + 6¢2e 2t cos 6t
Yyo(0) =2 =cq

Yo(0) =16,78 = —2¢1 +6¢c2 = c2 = 3,463

Yo (t = e 2Y(2cos 6t + 3,463 sen 6t)

=a—jb=2-j3,463

=|z| =4, 0 = valor principal de z

Yo(t) = de—?t cos(6t —7/3)

(6) (D? +D(a+2)+2a)y(t) = x(t)
O que acontece qualitativamente com yo(t) para diferentes val-
ores do pardmetro a?

QM) =N +Ma+2)+2a=A+)(A+a)=0 =)' Z 72

® a>0ea#2 = duasraizes reais e distintas
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2t

Yyo(t) =cre *t et = tlim Yyo(t) =0

— 00

* a =2 = duas raizes reais iguais

2t

yo(t) =cre 2t +tcre?t = tli_>m Yo(t) =0 poisa<0

¢ a <0 = duas raizes reais e distintas

2t

Yol(t) =cre et = tlim Yo(t) =00 poisa>0
— 00

@ (D2 44D +13)2(D? —2D +2)(D +8)3(D +5)*]y(t) = x(t)
Yolt) =7
Q) = (AN +4A+13)2(A2 =220 +2)(A+8)3(A +5)*
= A2 =A34=—2%j3 (complexo de multiplicidade 2)
Ase =—1=%j (complexo de multiplicidade 1)
A7 =Ag = A9 = —8 (real de multiplicidade 3)
Ao =A11 =A12 =A13 =—5 (real de multiplicidade 4)
Modos caracteristicos:
e 2t cos(3t), e 2t sen(3t), te 2t cos(3t), te 2t sen(3t)

e tcos(t), e tsen(t)

e 8t o8t (2,8t

o5t o5t {2g-5t {35t

-~ yolt) =cre 2t cos(3t) + coe 2t sen(3t) + c3te 2t cos(3t) + cate 2t sen(3t)
+cs5e Fcos(t) +cge tsen(t)
+cre 8t 4 cgte 8t 4 cotle Bt
+ C]()€75t +cC11 te 2t 4+ C12t2€75t + C13t3€75t

lim yo(t) =0

t—o0

2.3 RESPOSTA AO IMPULSO UNITARIO DE UM SISTEMA LCIT

Considere um sistema descrito por

Q(D)y(t) = P(D)x(t)
onde (N = M)
QD) =DN4+a;DN"T+... +an_1D +an

P(D) = boDN +--- +bn_1D + by

Suponha que x(t) = 5(t), ou seja, aplicamos um impulso unitdrio
em t = 0 no sistema. Nosso objetivo é determinar h(t) = Yesn(t), t €
(—00,00), ou seja, encontrar a resposta estado nulo do sistema quando
x(t) = 8(t). Isto pode ser feito da seguinte maneira:

h(t) = bod(t) + [P(D)yn(t)u(t), te€ (—oo,00)
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onde yn(t),t € (—oo0, ), é a solugao de
Q(Dlyn(t) =0
com as seguintes condi¢des iniciais
Yn(0) =4y (0) = =y™=2(0) =0, y™V(0)=1

Em outras palavras, yn(t) é uma combinacdo linear dos modos
caracteristicos do sistema, cujos coeficientes sdo obtidos a partir das
condi¢des iniciais

Yn(0) =9, (0) =---=yN2(0) =0, yN"1(0)=1

Denominamos h(t) de resposta ao impulso ou resposta impulsiva do
sistema.

Quando N > M, temos que by = 0. Logo,
h(t) = [P(D)yn(t)u(t), t € (—oo, 00)

e a resposta impulsiva ndo apresenta nenhum impulso em t = 0.

Note que a resposta impulsiva h(t) é causal para N = M ou
N > M. Além disso, h(t) é determinada pelos modos caracteristicos do
sistema!

@ (D2 +3D+2)y(t) =Dx(t) (N=2,M=1)

h(t) =?
A1 = —1] modos_
QA=A +3A+2 = ! } = caracteristicos:
Ay =-=2 et g2t
Logo,
yn(t) =cre t+cre 2t
Un(t) =—cret —2c e 2t
Yn(0) =0=cy+c2 } L oa=1
Un(0)=1=—c1—2c2 ¢z =1
Assim,
yYn(t) = e t—e 2t
Temos que
P(D)yn(t) = Dyn(t) = Yn(t) = —e * 4 2e 2t
Portanto,

h(t) = [P(D)yn(t)]u(t) = [~e " +2e?Tu(t), te R

@ (D+2)y(t) = BD+5)x(t) (N=M=1,by=23)
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Yyn(0)=1=c = c=1

Logo,
Yn(t) = e 2t
P(D)yn(t) = (3D +5)yn(t) = 3yn(t) +5yn(t)
—6e 2t 4+ 5e7 2t = 2t
Portanto,

h(t) =38(t) —e 2tu(t), t € (—o00, 00)

@ (D24+2D+1)y(t)=Dx(t) (N=2,M=1)
QA =AM +2A+1=0 = A=Ay =—1 (repetidas)

yn(t) =cre t+cotet
Un(t) =—cre t+cret—cotet
yn(o) =
(O) l=—i1+cy = c2=1
Logo,
Yn(t) =tet
P(D)yn(t) = Dyn(t) =yn(t) =e "t —te ™t =e (1 —1t)
Portanto,

h(t)=e Y(1—t)u(t), te R

2.4 RESPOSTA DO SISTEMA A ENTRADA EXTERNA: RESPOSTA
ESTADO NULO

Considere um sistema LCIT com memoéria. Relembre que a resposta
total y(t), t > to, é dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

y(t) yol(t) Yesn (1)

Propriedade de Decomposigio

Assuma que to = —oo. Relembre que v(—o0) = 0 por hipdtese. Assim,
Y(t) = Yesn(t), t € (—00,00) para uma dada entrada x(t), t € (—oo, c0).
Como o impulso unitério §(t) é uma fungdo par, obtemos pela pro-
priedade de amostragem que

(0.¢]

x(t) = Jio x(1)é(t—1t)dTt = J_ x(T)o(t—7)dt

= lim Z x(NAT)6(t — nAT)

AT—0
n=—oo
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Logo,
entrada — saida
5(t) — h(t) (resposta impulsiva)
5(t—nAt) — h(t—nAT) (invaridncia)
x(NAT)d(t —mAT) — x(nAT)h(t —nAT) (homogeneidade)

Portanto, usando a propriedade de aditividade (e assumindo continuidade
na relacdo entrada-saida do sistema), concluimos que

X(t) — y(t) = Yesn(t) = lim Y x(nAT)h(t—nAT)
= JOO x(T)h(t—1)dT

£ x(t) *h(t) (integral de convolugdo)

(e ¢]
x(t) = lim AT)d(t —nA
()= lim 3 x(nATs(t—nAT)
n=—oo
Ao repetirmos o mesmo raciocinio acima considerando que to = 0
e v(0) =0, obtemos que

o.¢]
x(t), t 20— Yesn(t) = J x(Th(t—T)dt, t >0
Portanto, para efeitos de cdlculo, podemos assumir (e é o que sempre
faremos!) que x(t) =0, t < 0 (entrada causal!), e assim

o0 (9]

x(T)h(t—1)dTt = J x(T)h(t—71)dt

—00

x(t), t>0— yesn(t) = J

=x(t)xh(t), t >0

2.4.1 A Integral de Convolugdo

Sejam x1(t),x2(t), t € (—o0, ), sinais reais. A integral de convolugio
de x1(t) e x2(t) é o sinal real c(t) definido por

e(t) = x1 (1) ¥ x2(t) = j %1 (Dxa(t — 1) dr

—00

0 00
:J x1(T)x2(t—1) d’r—i—J x1(T)x2(t—1)dt
—00 0

0 T
= lim J x1(Tx2(t—71)dTt+ lim Jm (T)x2(t—7)dt, t€ R

T—oo J_T T—o0 Jo

(desde que a integral impropria seja finita para qualquer t € R).
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A variével de integragdo é T, e ndo t!

Para calcularmos c(t) no instante t, primeiro fazemos uma
reversdo temporal de x; (1) seguida de um deslocamento por t, depois
multiplicamos por x1(T), e entdo integramos de —oo a co.

O valor de c(t) no instante t depende do comportamento dos
sinais x1(t) e x2(t) em todo o eixo temporal R = (—o0, c0)!

‘ Propriedades ‘ Sejam x1(t),x2(t),x3(t), t € (—o0, 00), sinais reais e
k um numero real. Entao:

1. X7 (t) *x2(t) =x2(t) *x1(t) (comutatividade)
2. x71(t) * [x2(t) x x3(t)] = [x1(t) *xx2(t)] *x3(t) (associatividade)

3. x1(t) * [xa(t) £x3(t)] = [xa(t) «x2(t)] £ [x1(t) = x3(t)]  (dis-
tributividade)

4. Se x1(t) xx2(t) = c(t), entdo

X1(t)xx2(t—T) =x1(t—=T)xx2(t) =c(t—T)
x1(t=T)*x2(t—T2) =c(t—Th —T2) =c(t—(T1 + T2))
(propriedade de deslocamento)

5. x1(t) x0(t) =x1(t)  (5(t) é o elemento neutro da convolugao)

6. [kxq (t)]*x2(t) = x1(t) * [kxa (t)] = klx (t) * x2(t)]

7. Se x1(t) é diferenciavel, entdo [Dxq(t)] xx2(t) = Dxq(t) * x2(t)]

8. Se x1(t) tem duracdo finita Ty, e x2(t) tem duracgéo finita T,
entdo c(t) = x1(t) * x2(t) tem duragao finita Ty + T,

Considere um sistema descrito por

com condic¢do inicial vy = [y(N*”(O*) oy y(O*)] e RN
emto =07, onde (N =M)

QMD)=DN+a;DN"" 4. . tan_ 1D+ an
P(D) = boDN +--- +brn_1D + by

Relembre que este é um sistema LCIT com memdria e causal, e que a
resposta total y(t),t > 0, é dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

y(t) Yo(t) (x=0) Yesn (t) (vo=0)

Propriedade de Decomposigio
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Além disso, relembre que a resposta impulsiva h(t) é causal e determi-
nada a partir dos modos caracteristicos do sistema.

Relembre, ainda, que para encontrarmos Yesn(t), t € (—o0,00),
assumimos que x(t) = 0, para t < 0 (entrada causal). Ao seguirmos o
mesmo raciocinio utilizado no inicio da Secado 2.4, encontramos que

Yenlt) = | x(TR(t— 7] dr = x(1) +h(y
0~ ot 00
= J x(T)h(t—1)dt+ Jx(’r)h(t —1)dt+ Jx('r)h(t —1)dTt
o - o0+

No entanto, como x(t) e h(t) sdo causais, temos que x(1) = 0, para
1< 0,eh(t—7) =0, para t < 1. Portanto,

t<0=x(t)h(t—1) =0paraT € R = yesn(t) =0

t
t>0=x(t)h(t—1) =0paraT >t = Yesn(t) = J x(T)h(t—1)dT
Logo, a resposta estado nulo Yesn(t), t € (—o0, 00), é causal e dada por

t t
J x(Th(t—1)dt = J h(t)x(t—T1)dt, t>0
Uesn(t) = B 0~

0, t<0

ou seja,

t t
Yesn(t) = U }(T)h(t —1) dT] u(t) = U h(t)x(t—1) dT] u(t),teR

O limite inferior de integragdo é escolhido como 0~ para
cobrirmos o caso em que a entrada x(t) e/ou a resposta impulsiva
h(t) possuem um impulso 5(t) em t = 0. Em tal situac¢do, ndo temos
como calcular yYesn (0), mas somente yesn (07). Quando nem x(t) nem
h(t) possuem impulsos em t = 0, podemos trocar 0~ por 0 no limite
inferior de integragdo.

Relembre que a resposta impulsiva h(t) é calculada a partir
dos modos caracteristicos do sistema. Desta maneira, concluimos que
a resposta estado nulo Yesn () fica completamente determinada pela entrada
x(t) e pelos modos caracteristicos!

A resposta estado nulo possui o comportamento esperado:

* Se x(t) = 8(t), entdo Yesn(t) = x(t) x h(t) = 8(t) * h(t) = h(t),
pois 8(t) é o elemento neutro da convolugao.

* Sex(t) =0,teRR, entdo Yesn(t) = x(t) xh(t) =0, t € R, ou seja,
y(t) =yol(t), t > 0.
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H4 duas maneira de interpretar h(t):

e (Intuitiva) Se 6(t) = lirr}) de(t) e he(t) é a resposta estado nulo
€—r
para a entrada 8. (t), entdo h(t) = lin}) he(t).
€—
* (Técnica) 5(t) é o sinal tal que x(t) *d(t) = x(t), e h(t) = bod(t) +
[P(D)yn(t)lu(t) é o sinal tal que Yesn(t) = x(t) * h(t) = box(t) +

x(t) *{[P(D)yn(t)lu(t)} é a resposta estado nulo para a entrada
x(t).

Tabela de Convolugdo: veja a Tabela 2.1, p. 166, do Lathi. Por exemplo:

1—eM
eMu(t) xu(t) = —~ u(t) (Linha 1)
u(t) *xu(t) = tu(t) (Linha 2)
e?\]t _ e}\zt
eMtu(t) xeMtu(t) = ————u(t) Ay #A;  (Linha 4)
A —A2
eMu(t) x eMu(t) = teu(t) (Linha 5)

cos(0 —d)ert —e Xt cos(Bft+0 — P)
(a+A)2+ B2 (=1z])
onde z = (a+A) —jp = |zle)® (Linha 12)

e~ %t cos(Bt+0)u(t) xeMu(t) = u(t),

Relembre que x1(t) *x2(t) =x2(t) *x1(t) (comutatividade).
} sem impulsos em t =0

Uesn(t) =?

Solugao:

0
o<ttt
[
t t
J x(T)h(t—1)dT = J e e 2tTar, >0
0 0
t t
= J e Te 2te?Tdr = eZtJ et dr
0 0
2t |t 2t 0.t
o ei eT = ei (e — ])
0
et g2t

yesn(t) = [eit - eizt]u(t), teR
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o<ttt
[
t t
J x(T)h(t—1) dT—J 2-6e " Tdr, t>0
0 0

t t
= 12e_tJ eTdr=12ete"

0 0
=12 tHet—1)=12(1—eY

Yesn(t) = 12(1 — e_t)u(t), te ]R‘

@{h(t)=6 u(t)
(t) = 3e~3tu(t)
3e™
—1)

“u(t) = x(1)=3e3%, >0

—6e Ty (t—1) = ht—1)=6e" ", t>1>0
t

t
J X(T)h(t—T)dTZJ 3e 3T6e (v dr =18~ tJ e ?Tdr, t=0

0 0 0
v=—-27T
dv = —-2dr
18 _ (% —2t
=—et evdv=—9e te¥
-2 0 0

h(t—7) =6e " Tu(t—1) = h(t—1) =6e" ,t>1>0

t t
Jx(’c)h(t—’c)d’czj e T6e t"Tdr, t>0

t
= 6etJ dt =6e 't
0

Uesn(t) = 6te_tu,(t), teR

@ h(t) = bed(t) + f(t)u(t) (f(t) arbitraria!)
x(t) = u(t)
x(t—1)=ut—1) = x(t—1)=1,t>2T1>20
t

t
J h(t)x(t—7) dt :J h(t)dt

0— '_—]' 0—
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Portanto, a resposta estado nulo yesn(t) quando a entrada é um
degrau unitario é

t t
01t = ye(®) = || nimae]utt) = [ nwiae, 1ew

Consequentemente,
dg(t
h(t) = ?11), teR (derivada generalizada!)

(6) (D2 43D +2)y(t) = Dx(t)
x(t) = ]Oe_Stu(t)/ Uesn(t) =7?

Determinamos anteriormente que h(t) = (2e 72t — e~ t)u(t)

Logo,

Yesn(t) = x(t) x h(t)
=10e 3tu(t) * [(2e 2 —e Hu(t)]
= 10e 3t u(t) * [2e 2 u(t) — e tu(t)]

= [10e73u(t) * 2e 2 u(t)] — [10e > u(t) * e tu(t)]

1
propriedade distributiva

=20[e > u(t) x e 2t u(t)] — 10[e > u(t) * e tu(t)]
e 3t _ o2t e 3t _ o
=20——u(t) - 10———=u(t
Linha 4 Tabela

Yesn(t) = —20[e3t — e 2tu(t) +5[e 3t — e tu(t)
Yesn(t) = [15e73 +20e72t —5eHu(t)

. im Yesn(t) =0
t—oo

t

yesn(t) =7

Yesn(t) = x(t) x h(t)
=e ‘u(t) x [6e tu(t)]
=6 [e_tu(t) * e_tu(t)]

—|6te tu(t)
1
Linha 5

" tlim Yesn(t) = 0 (por L'Hopital!)
—00

h(t) = e 2tu(t)

=e
x(t) = (1 —e Y)u(t) (veja a Figura 2.4)
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08

06

04f

— —e”lu(t)
02f

Figura 2.4: Gréfico de x(t) = (1 — e Hu(t).

Yesn(t) = x(t) x h(t)
= (1—e YHult) x e 2tu(t)
= [u(t) — e tu(t)] x e *tu(t)
= [ult)x e u(t) ] — [e " u(t) x e 2 u(t)]

distributiva Linha 1 Linha 4
1— e_zt e_t _ e—Zt
BT e i
= 20— u(t) — [ — e uly
= ! —t 1 —2t
= [2 —e + ze u(t)
1

x(t) = sen3tu(t)
Uesn(t) =7
Yesn(t) = x(t) * h(t)

=sen3tu(t) xe *tu(t)
il
Linha 12

x=0,B8=30=90°A=-2
z=(x+A)—jp =—2—j3 =13e7%31° = |z}
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cos(90° —56,31°)e~ 2t — cos(3t + 90° — 56,31°)

Yesn(t) = /13 u(t)
_ (3/V13)e 2t —cos(3t + 33, 68°) w()
a V13
1 0 quando t — oo
= 13 B V13 cos(3t + 33,687 Ju(t)

Veja a Figura 2.5.

05—

0.4 influéncia do:

_ (313)e™2
0.3

02—

0.1

-0.1-

-0.2—

-0.3-

-0.41-

-0.5
-2

Figura 2.5: Gréfico de yesn (t).

Convolugao e Sistemas LCIT Causais
Pelo o que mostramos anteriormente, podemos concluir que:

e Se x1(t) = f1(t)u(t) é um sinal causal, entdo

c(t) =x7(t)*x2(t) = Joo x1(T)x(t—71)dT = Jooﬁ (t)x2(t—7)dt, t€ R

—00 0

e Sexi(t) =T (t)hu(t) e xa(t) = f2(t)u(t) sdo causais, entdo

Jt fi(t)f2(t—7) dT] u(t), teR

c(t) = x1(t) xx2(t) = { )

Além disso, temos que:

‘Um sistema LCIT é causal < a resposta impulsiva h(t) é causal‘

Considere um sistema LCIT causal com x(t),t € R, causal (logo,
Yesn(t), t € R, é causal). Obtemos pela propriedade de deslocamento da
convolugdo que, para T > 0O:
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se v(0) =0, x(t), t >0} — Uesn(t)/ t>0
entdo V(O) = 0/ Q(t) = X(t_T)/ t> O} — gesn(t) = Uesn(t_T)/ t> 0

Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT a Entradas Complexas

Considere um sistema LCIT. Em um sistema fisico real, as entradas e
saidas s6 podem ser sinais que assumem valores reais, e ndo valores
complexos. Na Secdo 1.4, vimos que diversos sinais reais de interesse
prético podem ser expressos como uma combinagdo linear de expo-
nenciais complexas e*'. Desse modo, pela linearidade, se soubermos
encontrar a resposta do modelo do sistema para a exponencial complexa
et, entdo saberemos a resposta do sistema real para tais sinais reais.

Considere um sinal complexo x(t) = x(t) +jxi(t), onde x,(t) e
xi(t) sdo sinais reais. Considere que

Xr(t) — Yesn, (t)
xi(t) — Yesn; (t)

Definimos entédo
x(t) =% (1) +5%xi(t) — Yesn(t) = Yesn, (1) +] Yesn; (t)
Agora, seja h(t) a resposta impulsiva (real) do sistema. Definimos

Yesn(t) = x(t) * N(t) = (x;(t) +xi(t)) * h(t) = x(t) * h(t) + xi(t) % h(t)
= Yesn, (t) + j Yesn; (t)

Assim,

X(t) = Xr(t) + ) Xi(t) — yesn(t) = Yesn, (t) + ] Yesny (t)

se e somente se

xr(t) — Yesn, (t)
Xi(t) — yesni(t)

Resposta Estado Nulo de Sistemas LCIT a Multiplas Entradas

Suponha que
m
x(t) = Z Xk (t) (m entradas)
k=1
Concluimos entdo pela linearidade do sistema que

m
Uesn(t) = Z Yesny (t)/
k=1
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onde

xk(t) — Yesny (t)

2.4.2  Entendimento Grdfico da Operagio de Convolugio

Desejamos calcular a integral de convolugao dos sinais x(t) e g(t):

o0 (o.¢]

x(t)g(t—T)dT = J g(T)x(t—7) dt = g(t) *x(t)

—00

clt) = x(t)xg(t) = |

—00
Note que a varidvel de integracdo é 1, e que g(t — 1) e x(t —T) cor-
respondem a uma reversio seguida de um deslocamento por t. Como
regra geral para facilitar o cdlculo de c(t), escolhemos o sinal a ser
revertido como o mais simples entre x e g. Suponha que vamos reverter
g. Seguimos entdo o método abaixo.

Procedimento Grdfico para Calcular c(t) = x(t) * g(t):
1. Mantenha o sinal x(t) fixo.
2. Faca a reversao de g(t), obtendo g(—1).

3. Faca um deslocamento de g(—T) por t, obtendo g(t — ). Logo,
t > 0 é um atraso de g(—T) (deslocamento de g(—t) pra direita),
et < 0 é um avango (deslocamento pra esquerda).

4. A area abaixo do produto x(t)g(t — 1) é o valor da convolugdo
c(t) no instante t. Temos que variar t em (—o0, o0).

Exemplos

(1) x(t) = e"tu(t)
g(t) = e ?tu(t)
Veja a Figura 2.6. Vamos reverter g, conforme a Figura 2.7.
c(t) = J x(t)g(t—7)dt

(o.¢]

Figura 2.8 = c(t) :J x(t)g(t—7) dt=0, t<O0

Figura 2.9 = c(t) = x(T)g(t—T) dr
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Figura 2.8: Gréfico de x(t) e g(t — ) parat < 0.
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Figura 2.9: Gréficos de x(1) e g(t—7) para t > 0.

@ Veja a Figura 2.10.

x(t) é mais simples! Vamos reverter x(t)!
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Figura 2.11 = c(t

J x(t—T1)dt

J (—2e?%)-1dt, t<0

[e¢]

t
-2 e?Tdr = 2 limJ e2Tdt
T

0 T—oo |
I — |
v =21
dv = 2dt
: 2t .2t 2T
=— lim ¢ =— lim e“*—e
T—o00 =27 T—o00
= —e?t 4 lim e %7 = —¢?t
T—o0
=0
o0
Figura 2.12 = c(t) :J g(t)x(t—7)drt
—00
0 t
:J (—2e7) ]dT—f—J 2e . 1dt
—00 0
L ] L ]
_eZ 0—_1 VvV=—T
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Figura 2.10: Gréficos de x(t) = u(t) e g(t).
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Figura 2.12: Gréfico de x(t —T) e g(T) para t > 0.

@ Veja a Figura 2.13.

c(t) = Joo g(t)x(t—7)dt

—00

Figura 2.14 = c(t)=0
t<—1 ou t>4 (3<—1+1)
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t (4 41)?

s-ldr=—

Figura 2.15 = c(t) =
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T+t o 2
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Figura 2.17 = c(t) :J —-ldt= —‘
2<t<4 14t 3
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Figura 2.13: Gréficos de x(t) e g(t).
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1+t
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seja, =1 <t < 1.
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Figura 2.14: Gréficos de x(t —T) e g(7) para 14+t < 0, ou seja, t < —1.
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Figura 2.15: Gréficos de x(t—T) e g(t) para0 < 1+t <3 e -1+t <0, ou
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2.5 SISTEMAS LCIT — CALCULO DA RESPOSTA TOTAL E SI-
MULAGAO

Considere um sistema LCIT descrito por
(DN +a;DN"T - an_ D+ an)y(t) = (5 DY 4+ by D+ b )x(t)

com condigdo inicial vy = [y(O_) yMo) ... y(N_”(O_)] e RN
emty =0"e M =N-—1(by =0). Para simularmos este sistema num
pacote computacional como o Matlab, seguimos os seguintes passos:

1. Montamos as matrizes

—aj 1 0 ... 0 b]

—az o1 ... 0 bz
A= I R B=1:

—aN-—-1 0 0 ... 1 bN_]

L —aON 0 0 ... O-N><N _bN I N
C=[10 ... 0];,n D=0

2. Definimos a matriz quadrada (é sempre invertivel!)

C
CA
K= | CA? (comando K=ctrb(A’,C’)' no Matlab)

N-—1
CA 4 NxN

3. Simulamos (espago de estados)

q(t) = Aq(t) + Bx(t)

y(t) =Cq(t) + D

com condicdo inicial
q(0) = K~ vg,

onde q(t) = [q1(t) q2(t) ... gn(t)]’ € RN sdo as varidveis de
estado.
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Motor CC:

x = v : tensdo de armadura (entrada)

y = w : velocidade angular do eixo do motor (saida)
L : indutancia do enrolamento

R : resisténcia do enrolamento

Ky : constante de tensdo

] : momento de inércia equivalente do motor

b : coeficiente de atrito viscoso

K : constante de torque do motor

L=0.01H, R=120Q, ]=02, b=0.1, Ky =K =1

[DZ 4 (oL J;L]R)D + K;’ft yt) = ];Ex(t)

Q(D) =D?+ (bLJ;LJR)D + K‘I’ft N=2

P(D) = ];E M=0

Q(D) =D2+120,5D +560 aj =120,5 a» =560
P(D) = 500 bo=0 b; =0 by =>500
{y(O‘) =1

G(07) =2

1° Cdlculo de yo(t):

Q(Dlyo(t) =0, yo(0) =1, yo(0) =2

N> ~ —4,84 e reais

‘Raizes caracteristicas no Matlab: roots([1 120.5 560]) ‘
—115,66t ,—4,84t

Q) = A2+ 120,50+ 560 =0 = 1~ 115,66 }distintas

Modos caracteristicos: e

{yo(t)
Yo(t)
yo(0)=1=ci+c2 N c1 ~—0,0617
Uo(07) =2 = —115,66¢; — 4, 84¢; ¢y ~1,0617

cq e— 11566t 4 C26—4,84t

—115,66¢c1 e 11266t _ 4 84c,e— 484t
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2.5 SISTEMAS LCIT — CALCULO DA RESPOSTA TOTAL E SIMULAQAO

‘Temos que Ac =vo .. No Matlab: c=linsolve(A,v0)

Yo(t) = —0,0617e 11266t 11 0617e 434 | t € R

2° Cdlculo de h(t):

Q(D)yn(t) = (D% +120,5D +560)yn(t) =0 (N =2)

{yn(o) =0
Yn(0) =1
Yn(t) = cre 11566t | ) o484t
{Qn(t) — —115,66c1e 11506t 4 84c,e 84t
yn(0) =0=ci+c; } 0,009
Un(0) =1 =—115,66c1 —4,84c> ¢y ~ 0,009

Yn(t) = —0,009e~ 116t 4+ 0,009t

h(t) = [P(D)yn(t)]u(t) =|—4,51e 11206ty (t) +4,51e 5ty (t)

=500

3° Cdlculo de Yesn(t):

Yesn(t) = x(t) x h(t)

x(t) =u(t)

Yesn(t) = u(t) * [—4,5]671 1566ty (1) 44, 51 674'84tu(t)]
Yesn(t) = —4,51 [Iu(t) xe ! 15'66tu(t)l] +4,51 [Iu(t) * 674'84tu(t)]

1 o 115,66 1 o 484t
n 566 u(t) =5 —u(t)

Tabela Tabela

Yesn(t) = [0,9318(1 —e *341) —0,0390(1 —e 1> H)]u(t), te R

4° Cdlculo de y(t):

y(t) = yO(t) +Uesn(t) , t>20
y(t) =0,8928 40,1299~ 484t _(,0227¢ 11566t >0

x(t) = (1 —e Yu(t)

~» no Simulink
x(t) = (cos 10t)u(t)
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2.6 SISTEMAS INTERCONECTADOS 136

2.6 SISTEMAS INTERCONECTADOS

& —3
Eral SH | b A5 -+ AT
&
—_— & —I
Fuiri
-"l
&ira L] hiwh = dyilr
R 5 [ h —_——
k1
hir Halth B = hydi e by
 om = B o —

Figura 2.18: Sistemas interconectados.

Suponha que o sistema S7 tem resposta impulsiva hi(t) e que o
sistema S, tem resposta impulsiva h;(t). Entdo:

* Conexdo em paralelo: o sistema S, tem resposta impulsiva h, (t) =
hy(t) +ha(t).

¢ Conexao em cascata (ou série): o sistema S. tem resposta impul-
siva he(t) = hq(t) * ho(t) = ha(t) * hq(t). Assim, em termos da
resposta impulsiva h.(t), tanto faz ligarmos S, apds S7 ou S
ap0s S;. No entanto, fisicamente a ordem importa. Por exemplo,
o sistema motor-gerador é diferente do sistema gerador-motor.

e [ntegragio:

t t
X(t) — Yesn(t) = x(t) xh(t) = Xx(t) = J X(T) AT — Yesn(t) = J Yesn(T) dT

Exemplos:
a) Seja g(t) a resposta estado nulo para x(t) = u(t) (degrau
t t
unitdrio). Como u(t) = J 5(t) dt, temos g(t) = h(t) dr.

b) Seja f(t) a resposta estado nulo para x(t) = tu(t) (rampa

t
unitdria). Como tu(t) = J u(t) dt, temos f(t) = J g(T) dr.

* Derivagio (veja a Propriedade 7 da Convolugdo):

dx(t)
dt

X(t) — yesn(t) = X(t) * h(t) = f(t) = — gesn(t) =



2.7 RESPOSTA NATURAL E RESPOSTA FORGCADA

Exemplos:
a) h(t) =dg(t)/dt, pois d(t) = du(t)/dt.

b) Yesn(t) = x(t) x h(t) = x(t) x dg(t)/dt = dx(t)/dt * g(t),
pela Propriedade 7 da Convolugcéo.

2.7 RESPOSTA NATURAL E RESPOSTA FORCADA

Considere um sistema LCIT descrito por

com condic¢do inicial vy = [y(N*”(O*) .y y(O*)] e RN
emtyo =0~ e N > M. Temos que

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

y(t) Yo (t) (x=0) Yesn (1) (vo=0)

Relembre que yo(t) depende da condigio inicial vy e dos modos carac-
teristicos do sistema, e que Yesn(t) = x(t) * h(t) depende da entrada
x(t) e dos modos caracteristicos através de h(t).

Para o sistema

(D2 +3D +2)y(t) = Dx(t)

com vy = [0 —5] e x(t) = 10e3tu(t), determinamos anteriormente
que os modos caracteristicos sao {e~t, e 2}, e que

y(t) = (—5e t+5e 72 4+ (—5e t +20e 2t —15e73Y), t > 0

Yo l(t) Yesn (1)

Agora, ao juntarmos os termos envolvendo os modos caracteristicos em
y(t), obtemos uma componente yn (t) denominada de resposta natural
(ou solugdo homogénea). E, ao juntarmos os termos que ndo envolvem
os modos caracteristicos em y(t), encontramos uma componente yg,(t)
denominada de resposta forcada (ou solugio particular). Logo,

y(t) = (—10e "t +25e 72 4+ (—15¢73Y), t > 0

Yn(t) Yo (t)

Enm geral, yo(t) # yn(t) € Yesn(t) # Yo (1)!

2.8 SOLUGAO CLASSICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Ler a Secdo 2.5 do Lathi

Desvantagens da solugdo cldssica em relagdo as técnicas estudadas até
aqui:
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2.9 ESTABILIDADE DE SISTEMAS

1. Fornece resposta total = resposta natural + resposta for¢ada, e ndo
resposta total = resposta entrada nula + resposta estado nulo.

2. Restringe as entradas x(t) possiveis de serem aplicadas.

3. Exige que as condig¢des iniciais sejam conhecidas em to = 0"
(e ndo em top = 07!). E isto pode ser bastante complicado de se
determinar na pratica (veja a p. 152 e 0 Exemplo 2.2 do Lathi).
Dica: no Exemplo 2.2 do Lathi, a tensdo no capacitor e a corrente
no indutor sdo as varidveis de estados (armazenadores de energia).
E as varidveis de estado sio sempre fungdes continuas do tempo! E
por isso que podemos garantir que vc(07) =ve(0T) e i (07) =
i (0F)!

4. Ndo apresenta uma relacdo direta com a Transformada de Laplace

(Capitulo 4 do Lathi).

2.9 ESTABILIDADE DE SISTEMAS

Considere um sistema LCIT com memoéria (ndo necessariamente de-
scrito por uma equagdo diferencial). Assuma que v(—oo) = 0 (condicdo
inicial nula em ty = —00). Na Secdo 2.4, encontramos que

Y(t) = Yesn(t) = x(t) x h(t)

Dizemos que o sistema é BIBO estdvel quando toda entrada x(t) lim-
itada resultar em y(t) limitada. Caso contrério, o sistema é BIBO
instdvel.

Propriedade ‘

(o.¢]

O sistema é BIBO estdvel < My, = J [h(t)ldt < o0
—00

Neste caso, se [x(t)] < My < oo, t € R (entrada limitada), entdo
Wesn(t)] < MMy, = My, t € R (saida limitada). Isto significa
que para termos My, arbitrariamente pequeno, basta que My seja
suficientemente pequeno.

Agora, considere um sistema LCIT descrito por uma equacao difer-
encial da forma

com condicdo inicial vop em tp = 0~ Suponha que vop = 0. Assim,
yo(t) = 0. Dizemos que o sistema é BIBO estdvel quando toda entrada
x(t) limitada resultar em y(t) = Yesn(t) limitada. Caso contrério, o
sistema é BIBO instduvel.
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2.9 ESTABILIDADE DE SISTEMAS

‘ Propriedade ‘

Se grau(Q)=N < grau(P)=M, entdo o sistema é BIBO instdvel.

BIBO estabilidade refere-se a estabilidade externa (vo = 0 e x # 0)
do sistema.

2.9.1 Estabilidade Interna (Assintética)

Considere um sistema LCIT descrito por uma equacao diferencial da
forma

Q(D)y(t) = P(D)x(t)

com condigao inicial vop em to =07
Relembre que

vo=0ex=0=Y=Yo =Yesn =0

No entanto, o que acontece com y = yo quando x = 0 mas vy # 0?
Este é o conceito de estabilidade interna (ou assintética) do sistema.

Temos entdo a seguinte classificagdo em relacdo a estabilidade interna
(vo # 0 e x(t) = 0) do sistema:

1. Assintoticamente estdvel: quando para qualquer condigao inicial
vo # 0, tem-se que lim y(t) = lim yo(t) =0.
t—o0 t—o0

Ex: péndulo simples com atrito.

Critério (<): todas as raizes caracteristicas estio no SPE (Semi-
Plano Esquerdo) do plano complexo, ou seja, possuem parte real
negativa.

2. Assintoticamente instdvel: quando para qualquer condicdo inicial
vo # 0, tem-se que y(t) = yo(t) é ilimitada.

Critério (<): quando houver ao menos uma raiz caracteristica no
SPD (Semi-Plano Direito) (i.e. com parte real positiva) e/ou raizes
com multiplicidade em cima do eixo imagindrio.

3. Marginalmente estdvel: quando para termos y(t) =yo(t), t € R,
limitada e arbitrariamente préxima de zero, basta que vy # 0 seja
suficientemente proxima de zero.

Ex: péndulo simples sem atrito.

Critério (<): quando ndo hd raizes caracteristicas no SPD (Semi-
Plano Direito), mas existem raizes sem multiplicidade em cima do
eixo 1magindrio.

Veja a Figura 2.19.
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15~
1+ SPE SPD

05 -

Assint. Estavel Assint. Instavel

-05

- Re=0

-15-

=) T

0.5 1 15 2

Figura 2.19: Relagdo entre estabilidade interna (assintética) e o plano com-
plexo.

2.9.2 Relagdo entre Estabilidade BIBO e Assintética

Temos as seguintes relacdes entre a estabilidade externa (BIBO) e
a estabilidade interna (assintética) de um sistema descrito por uma
equagdo diferencial:

‘ Propriedades ‘

1. Assintoticamente estavel = BIBO estéavel

2. Assintoticamente instavel ou marginalmente estdvel = BIBO
instavel

(1) (D+1)(D2 +4D +8)y(t) = (D —3)x(t)

Q) = A+ 1) (A2 +4A+8) =0 = M =71
A3 =—2%j2
E assintoticamente estdvel (veja a Figura 2.20). Logo é BIBO
estavel.
(2) (D—1)(D2 +4D +8)y(t) = (D —3)x(t)
QA)=A—=T)A*+4A+8) =0 =
7\2 3 = —2+ ]2

E assintoticamente instavel (veja a Figura 2.21). Logo é BIBO
instavel.
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Figura 2.20: Exemplo 1.

2+ —+ E
i E E/ Cle’
[ e 4: ——————— e
b ! \ Cze_Ztcos(2t+6) E
J |
Figura 2.21: Exemplo 2.
@ (D +42)(D? +4)y(t) = (D? +D + 1)x(t)
AN =-2
A= (A+2 }\2 HN=0 = (multiplicidade 1
Q( ) ( + )( * ) A3 = j:jz em cima do eixo
’ imaginario)

Marginalmente estavel (veja a Figura 2.22). Logo é BIBO instavel.
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2 . -!—
AR : .
s L.& E E‘ J‘ H C,cos(2t+6)
1 T
A T N 1 E
ol +
Figura 2.22: Exemplo 3.
@ (D4 1)(D? +4)2y(t) = (D% + 2D + 8)x(t)
A =—1
AN=A+NA2+4)2 =0 = (multiplicidade 2
Q( ) ( + )( + ) A3 :}\45:j:j2 em cima do eixo
’ ’ imagindrio)

Assintoticamente instével (veja a Figura 2.23). Logo é BIBO in-
stavel.

1k

"

-3 -2 -1

Figura 2.23: Exemplo 4.
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@ D(D +3)y(t) = 3x(t)

(multiplicidade 1
)\1 = (0 em cima do eixo

QA)=AA+3)=0 = imagindrio)
A= -3

Marginalmente estavel (veja a Figura 2.24). Logo é BIBO instavel.

251

O
[}
]
@
(]

[
1
L |
15 | 1 1 2
| 1
| 1
| 1
1+ L-—= !
1
|
1
|
0.5 Lo
R B Ao
1
1
1
-0.5 1 1 1 1 1 1 |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.24: Exemplo 5.

(6) D2(D +3)y(t) = (D +5)x(t)
(multiplicidade 2
)\1’2 — (0 em cima do eixo

Q(}\) = )\2()\ +3)=0 = imaginario)

A3 =-3
Assintoticamente instavel (veja a Figura 2.25). Logo é BIBO in-
stavel.

@ (D? +1)(D? + 9y(t) = x(t)
— 3 multiplicidade 1
Q) = A2+ 1)A2+9) =0 = A2 =] em cima do eixo
A3q ==£j3

imagindario
Marginalmente estavel (veja a Figura 2.26). Logo é BIBO instavel.
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i
i
25+ i
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1 1
1 1
1 1
_3 1
15k 1oce™ 1 ' Caat
1 ! 1
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1
1
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Figura 2.25: Exemplo 6.
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1
1
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Figura 2.26: Exemplo 7.



ANALISE NO DOMINIO DO TEMPO DE SISTEMAS
EM TEMPO DISCRETO

Um sinal em tempo discreto é aquele em que o tempo dd saltos. Matem-
aticamente, o sinal é dado por uma funcao

xn], neZzZ,

onde Z é o conjunto dos niimeros inteiros. Desse modo, x[n] é uma
sequéncia de nimeros:

.., x[=2], x[-1], x[0], x[1], x[2], ...
Exemplos:

e Os valores x[n] do PIB no trimestre n

* Amostragem de um sinal continuo x(t) com periodo T > 0:
x[n] = x(nT)

é a n-ésima amostra de x(t), e as amostras estdo espagadas

no tempo em T segundos. Denominamos T > 0 de periodo de
o

amostragem. Note que x[n] = J x(t)6(t —nT) dt.

—00

Um sistema em tempo discreto é um sistema em que os sinais de
entrada x[n] e de saida y[n] sdo sinais em tempo discreto.
Exemplo: computador (digital)

Motivagio: Processamento Digital de um Sinal Analdgico x(t) por
um Microcontrolador (veja as Figuras 3.1 e 3.24)

T T

x[n]

x(t) y(t)

y[n]‘

Computador

v

A

C/D

D/C >

Continuo/Discreto Sistema em tempo

¢ Discreto/Continuo
discreto

Figura 3.1: Processamento digital de um sinal analégico x(t).
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x(t)
o x[n]
Repeticéo
acadaT Algoritmo
segundos

!

yinl ] — y()

Figura 3.2: Microcontrolador.

Teoria de Sinais e Sistemas (em Sinais e Sistemas Lineares II):
* Como escolher T?

e Como deve ser o Algoritmo que calcula y[n] a partir de x[n]?

Na sequéncia, apresentaremos para sinais e sistemas em tempo dis-
creto, defini¢des, propriedades, operagdes e modelos, de maneira semel-
hante ao que estudamos anteriormente para sinais e sistemas em tempo
continuo.

Seja x[n], n € Z, um sinal. Considere as somas parciais

sin] =x[0]+x[1]+ - +xm] = ) x[m], n>0

m=0

n
lim s[n] = Tllim Z x[ml, nlgrgo rn] = nlgrgo Z x[m]
m=0 m=—m

—1 —1

ix[n]_g%oix[m], D xml=lim >  xm]
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3.1 TAMANHO DO SINAL

3.1 TAMANHO DO SINAL

Quando ambos os limites acima existem, definimos a série associada a
x[n] por

n=—oo

Energia de um sinal complexo x[n]:

Poténcia de um sinal real x[n]:

N
o )

f— <
Px &f‘mzNHnZ_ NX[“] S0

Poténcia de um sinal complexo x[n]:

o ,
= e m— <
Po=Jim oxgy 2 MnF <o

—
¢ P,:valor médio quadratico de x[n]

® Py rms = V/Px: valor rms (Raiz Média Quadréatica — Root Mean
Square)

3.2 SINAIS PERIODICOS
Dizemos que x[n] é periddico quando existe N > 1 tal que
xM+N]=xn], necZ.

O menor Ng > 1 que satisfaz x[n + No] = x[n], n € Z, é denominado
de periodo fundamental de x[n]. Neste caso,

; Noot
Py = Z x[n)? < 0o (real)
NO n=0
; Noot
— 2
Py = No Z Ix]|© < oo (complexo)

n=0
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3.3 ENERGIA E POTENCIA DE UM SINAL

Propriedades:

Suponha que x1[n] e x[n] tém o mesmo periodo No. Entdo os seguintes
sinais também possuem periodo No:

e x[n] = Cx1[nl, C real ou complexo

e x[n] =x1Mm] £ xz[n]

e x[n] =x1M]xz2[n]

o x[n] =x7[nl/xz[nl, com x;[n] # 0 para todo n
Prova da soma: Seja x[n] = x1[n] + x2[n]. Entdo,

x[n+ Ngl =x1[n+ Nol +x2[t + No] = x1[n] +x3[n] = xMnJ

3.3 ENERGIA E POTENCIA DE UM SINAL

Existem 4 situagdes:

N
1. Ex < oo: energia finita (neste caso, Ex = lim ) x[n)? < 00)
—On=—N

2. Ex = oo: energia infinita
3. Px < oo: poténcia finita
4. Px = oo: poténcia infinita
E facil ver que:
e Ex,<oc0o=Py= lim E,/2N+1)=0
N—o00
e 0<Py<oo=E =00

Quando E, < oo, dizemos que x[n] é um sinal de energia. E, quando
0 < Px < o0, dizemos x[n] é um sinal de poténcia. Logo, ndo existem
sinais x[n] que sao simultaneamente de energia e de poténcia. No en-
tanto, existem sinais que ndo sdo nem de energia nem de poténcia (por
exemplo, x[n] =n, Ex = 0o, Px = 00).

Se x[n] tem duragdo finita, ou seja,

xn] =0, n<Njoun > Ny,
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3.3 ENERGIA E POTENCIA DE UM SINAL

Seja a um ntmero real. Considere o sinal definido por

ﬂM:{Q n<o

a, n>0

Ent3o:

e laj<1=E, = sinal de energia)

e
* |a| =1= Py = 0.5 (sinal de poténcia)

* |a| > 1 = nem de energia nem de poténcia

@ x[n]=Figura 3.3

Figura 3.3: Exemplo 1.

x[n] tem duracdo finita de N — N; +1 = 6!
5

> n?=0+14224..- 457 =55

n=0

Ex

Py =0
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3.3 ENERGIA E POTENCIA DE UM SINAL 150

@ y[n]=Figura 3.4

51 1yin]

N
T
S

Figura 3.4: Exemplo 2.

Note que y[n] é a extensao periddica de x[n] do exemplo anterior
com periodo N = 6. Logo:

N—1
1 , 1. 55
P _- = 7E = —

Ey =0
0 n<o0
xnj=<"" (veja a Figura 3.5)
@ {(1/2)“, n>0 ) &

a=1/2

1 1 4
Ex = T—1]al2 34 3
P, =0

0 n<0
xnl=<¢" veja a Figura 3.6
@ {(_m, 20 eaFigure 50

a=-1, J|aj=1 = P,=0,5
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3.3 ENERGIA E POTENCIA DE UM SINAL

Ex[n] =(0.5)"

-0.2

-2

05

Figura 3.5: Exemplo 3.

i x[n]

-0.5-

1k

B S ——

Figura 3.6: Exemplo 4.
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0 n<0
xn]=<"" (veja a Figura 3.7)
@i={0 "I e

40~
35—
30
25
20
15+

10+

Figura 3.7: Exemplo 5.

a=2, laj=2 = Py=Ey =



3.4 OPERAGOES UTEIS COM SINAIS

3.4 OPERACOES UTEIS COM SINAIS

1. Deslocamento temporal: x;[n] = x[n £ M|, M > 1 (inteiro)

* +:adiantamento no tempo em M unidades = deslocamento do
grafico de x[n] para a esquerda em M unidades.

* —:atraso no tempo em M unidades = deslocamento do grafico
de x[n] para a direita em M unidades.

2. Reversido (inversido) temporal: x.[n] = x[-n]
e O grafico de x[n] é rebatido sobre o eixo vertical.

Cuidado: O gréfico de x[n] é rebatido sobre o eixo horizontal quando
Xr[n] = —xMn]!

@x[n]: 0, n<3oun>10 (veja a Figura 3.8)
(0,9, 3<n<10

Ex[n]

)

Figura 3.8: Sinal x[n].

xs[n] =x[n—5], M =5 (atraso!) (veja a Figura 3.9)

xn—5]=0, n—-5<3oun—-5>10
Xs[n]:

xM—5]= (0,92, 3<n—-5<10
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150
1
1x[n]
1 1
1
1
! o
b ®
05f B ®
1 \ P«
1
L
o i
1
1
1
-05 !
1
1
1
1
-1+ 1
1
-15 . . . . . . . . )
=2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 3.9: Atraso temporal xs[n] = x[n — 5] com M = 5.

xsn] =

0, n<8oun>15
(0,92 ~1,69(0,9™, 8<n<15

@ xr[n] = x[-n] (veja a Figura 3.10)

n<—-10oun> -3

0,
{(0,9)—“ = (gs) = 1,11™, —10<n< -3

Exr[n] =x[-n]

Figura 3.10: Reversdo temporal x;[n] = x[—n].
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3.5 ALGUNS MODELOS UTEIS EM TEMPO DISCRETO

3. Operagdoes Combinadas: z[n] = x[k —n] com k inteiro pode ser
interpretado de duas maneiras equivalentes:

1. Primeiramente fazemos a reversao de x[n], obtendo y[n] = x[-n].
Em seguida, deslocamos y[n] por k, obtendo z[n] =ymn —k| =
x[—(n—Xk)] = x[k —nl.

2. Primeiramente deslocamos x[n] por k, obtendo y[n| = x[n + k|.
Em seguida, fazemos a reversao de y[n], obtendo z[n] = y[-n] =
x[k —nl.

Propriedades: Suponha que um sinal x[n] tem energia E« e poténcia Py.
1. Se y[n] = —x[n], entdo Ey, = Ex e Py = Py.

2. Se y[n] = x[-n], entdo E; = E, (e Py = Px quando x[n] for
periédico).

3. Se y[n] = x[n — M] com M inteiro, entdo Ey = Ex (e Py = Py
quando x[n] for periédico).

4. Se yn] = Cx[n] com C real, entdo E, = C?Ex e Py, = C?Py.

4. Decimacdo pelo fator M > 1 (inteiro): x4[n] = x[Mn]

* Hi perda de valores de x[n]!

5. Expansdo pelo fator L > 1 (inteiro) :

Xe [TL] — { X[Tl/L], quando n/L é inteiro

0, caso contrario

xel0] =x[0], 0,...,0 ,xe[Ll =x[1], O,...,0 ,xe[2L] =x[2],...
~—— —
L—1 zeros L—1 Zeros

* Nio hd perda de valores de x[n]!

A decimacdo e a expansdo de um sinal estdo ilustradas na Figura 3.11.

3.5 ALGUNS MODELOS UTEIS EM TEMPO DISCRETO

1. Fun¢do Impulso Unitario ou delta de Kronecker 6[n]: é o sinal
definido por

5[] = 1, sen=0
0,sen=#0

* Note que 8[n] é um sinal usual, ao contrério de 5(t)!
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‘.HMUHI._L:;.L_

Wi

a A & =
§ -

' _,.[.WJ_,_f"'_l'_f_._z___mn

—
[l
—_—

I M & E X

Figura 3.11: Decimacdo e expansdo de x[n] pelo fator M =L = 2.

Propriedades

a) x[nJo[n] = x[0]6[n], xMn]é[n —m] = x[m]é[n — m]

b) Z dn—m] =1

n=—oo

0 ) x[nsn—m]=x[m]

n=—oo

2. Fun¢dao Degrau Unitario u[n]: é o sinal definido por

1, sen>0
u[n]:{

0,sen<0

@ d[n] = Figura 3.12

d[n —m] = Figura 3.13
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Figura 3.12: Gréfico do impulso unitario §[n].
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Figura 3.13: Grafico de d[n —m].
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3.5 ALGUNS MODELOS UTEIS EM TEMPO DISCRETO

= Figura 3.14

 ufn]

(4

Oof = = = =

Figura 3.14: Grafico do degrau unitdrio un].

@ Pulso retangular entre a e b, a < b (cuidado!):

un—a]—un—(b+1)]
un—af—um—-1-b], neZ (veja a Figura 3.15)

@ Sn—ml=un—m]—un— (m+1)] (veja a Figura 3.16)

@ x[n] = Figura 3.17

x2m]

xinl =n(um-1- —5]) ou x1[n] = n(uln] —un—>5])
=4(un—5]—u [n 11]

)

x3[n] = 28[n — 8] ou x3[n] = 2( n—8] — [n—9])

. x[n] =x1n]+x2n] —x3[n]
xn] =n(um—1—uln—>5]) +4(un—5 —un—11])

—2(un—8 —umn—9)
I =5[n—8]

158



3.5 ALGUNS MODELOS UTEIS EM TEMPO DISCRETO 159

x[n]

0.6
0.4

02—

L . e

Figura 3.15: Pulso retangular entre a e b. Cuidado!

12

d[n-m] [-

0.4

0.2~

-0.2 L
-2 -1

. e e

Figura 3.16: 8[n — m] = u[n —m] —u[n — (m + 1)] (pulso retangular entre
a=meb=m)



(63}

3.5 ALGUNS MODELOS UTEIS EM TEMPO DISCRETO

Figura 3.17: Gréfico de x[n] do Exemplo 5.
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3. Exponencial y"
e v # O real: é o sinal definido por

xnj =y =eM = (eM™ (y>0) ou xn]=(y)"=(—eM" (y <0)
onde |y| = e* ou A =Inly|. Logo,

a) [yl < 1 (dentro do Circulo Unitario) < A< 0 < lim x[n] =0

n—oo

b) Iyl > 1 (fora do Circulo Unitdrio) < A >0 < x[n] é ilimitado

¢) [yl =1 (no Circulo Unitdrio) & A=0 & [x[n]| =1

A com A = a+jb: é o sinal definido por

ey =¢

?\)n — (ea—l—jb)n — (eae)'b)n — (ea)nejbn

Note que |A| = [e%|e)®| = e?. Logo,

a) [yl <1 (dentro do Circulo Unitario) & a<0 & n11_r>n x[n] =0
[e¢]

b) Iyl > 1 (fora do Circulo Unitdrio) < a >0 < x[n] é ilimitado

¢) Iyl =1 (o Circ. Unit) < a=0 < x[n]=e°" < xn] =1

Veja as Figuras 3.18 e 3.19.

SPE

Exponencialmente

Exponencinlmente
decresoente

A Plano

Figura 3.18: Plano A e plano v.
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{=0R)"

| 1

|234551:n
n—=

|

(0.8)"

e p——

L
———
b
et

=

I e ———

fal b}

(05" Ln”

e

T s
0 I 4 5 6 n—= 0
<) (d)

I

o

Figura 3.19: (a) y = 0.8 = dentro do Cir. Unit. (b) Yy = —0.8 = dentro do Cir.

Unit. (c¢) y = 0.5 = dentro do Cir. Unit. (d) y = 1.1 = fora do
Cir. Unit.

4. Exponencial complexa ¢/™ com Q real: é o sinal definido por

_ e]_Q‘rL

x[n] =cosOn+jsen On

Cuidado! (veja as Segdes 5.5-1 e 9.1 do Lathi)

; o Q .
= /O™ ¢ periddico < = é racional

xnJ 27

n
Relembre que y™™ = <l/> para y real.

@ x[n] = 1"u[n] = uMnj (veja a Figura 3.20)
@ xn] = (=1)"uMn] (veja a Figura 3.21)

@ xn] =2""un] = (%)nu[n] = (0,5)™u[n] (veja a Figura 3.22)

162



3.5 ALGUNS MODELOS UTEIS EM

TEMPO DISCRETO
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Figura 3.20: Sinal x[n] = 1™"u[n] = u[n].
15 1
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Figura 3.21: Sinal x[n] = (—1)™u[n].
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12 T T T T T T 1

0.8

0.6

0.8

0.4

0.2
0.6

0.4
-0.2[

02k -0.4

-0.8[

obF = ===

-0.2
-2

15

@ xn] = e 2N — (e—Z)n — (%)n ~ (0,1353)™
v =0,1353 <1 (dentro)

@ x[n] = 2n = (eln2)n — 06931n
Y =2>1 (fora)

(6) xin] = &™ = (&™) = (~1)"

Y =—1 (em cima)
e/ =cosm+jsenm = —1
(I _ (a1 ajmyn _ (_ 1\
@ xn] = e 1M = (e7Te M = (- 1)
v=e U017 |y|=e"! <1 (dentro do circulo unitirio)

5. Senéide: é o sinal definido por
x[n] = Ccos(On +0) = Ccos(2nIn + 0)

e C >0 éaamplitude

Q > 0 é a frequéncia angular

0 é a fase (radianos)

F =Q/(2m) é a frequéncia

No =1/F =2n/Q é o periodo
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Cuidado! (veja as Segdes 5.5-1 e 9.1 do Lathi)

Q
x[n] = Ccos(Qn) é periddico < F = 7 é racional

Exemplos:
a) x[n] =sen(0.17n) é periddica pois 0.17t/(2m) = 1/20 é racional
b) x[n] =sen(3n) nado é periddica pois 3/(27) ndo é racional
) x(t) = sen(3t), T = 1.8 = x[n] = x(nT) = sen(5.4n) néao é

periddica (e tem frequéncia aparente menor!)

3.6 CLASSIFICAGAO DE SINAIS

Sinal Causal: quando x[n] ndo comega antes de n = 0, ou seja, x[n] =0
para todo n < 0.

Sinal Nao-Causal: quando x[n] ndo é causal. Isto significa que x[n]
comega antes de n = 0, ou seja, existe pelo menos algum n < 0 tal que

x[n] # 0

Sinal Anti-Causal: quando x[n] = 0 para todon > 0
Um sinal x[n] é par quando, para todo n,
Xe[M] = xe[—m, (simetria em relacdo ao eixo vertical)
Um sinal x,[n] é impar quando, para todo n,
Xo[n] = —x[—ml, (rebatimento diagonal do gréfico)
Se x[n] é impar, entdo x[0] = —x[—0], ou seja, x[0] = 0. Portanto:
e x[n] é impar = x[0] =0
* x[0] # 0 = x[n] ndo é impar
Exemplos:
1. x[n] = Ccos[Qn] é par, pois C cos(On) = C cos(—Qn)
2. x[n] = Csen[Qn] é impar, pois Csen(On) = —Csen(—On)
3. x[n] =nP, com p > 0 par, é um sinal par
4. x[n] =nP, com p > 0 impar, é um sinal impar

5. O impulso 6[n] é par. Logo, 6[n] = d[-n] e [k —n] = dn — k]
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3.7 EXEMPLOS DE SISTEMAS EM TEMPO DISCRETO

Propriedades:
1. par =+ par = par
2. impar &+ impar = impar
3. par X impar = impar
4. par x par = impar x impar = par
5. 1/par = par 1/impar = impar

Componentes Pares e Impares de um Sinal: Seja x[n] um sinal. Entéo,
podemos decompor x[n] como

xn] = 2 (x[n] +x[-n]) + 5 (x[n] —x[-nl)

N —

xc[n] € par xo[m] € impar

¢ x[n] =xeM] (xo[n] =0) & x[n] é par

e x[n] =x,[Mn] (xen] =0) & x[n] é impar

3.7 EXEMPLOS DE SISTEMAS EM TEMPO DISCRETO

Exemplo 1 — Conta Bancaria ‘

n : més

x[n] : depésito (x[n] > 0) ou saque (x[n] < 0) realizado no instante n
y[n] : saldo da conta no instante n apds a contabiliza¢do de x[n]

7 : taxa de juros por real

yn] = ym—1] + rym—1] +x[n]
saldo atual saldo anterior juros

ynl = (1+r)yn—1]+xMn]

()

saida atrasada

yml =1 +7)ymn—1] =x[n] {x[n} . entrada

yn] : saida

sistema em tempo discreto
descrito por uma equagdo a diferencas

(forma operador atraso)
no =0 : instante inicial (més atual)
y[—1] :  condigéo inicial
Dada uma entrada x[n], n > 0, a saida y[nl, n > 0, do sistema é a
solucdo de (*) para uma certa condigdo inicial y[—1].
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Podemos reescrever a forma operador atraso (*) como

yn+11-0+r)yn] = xn+1]

( *k ) [ [
saida adiantada entrada adiantada

forma operador avango

nog = 0
y[—1] : condicdo inicial

Temos que yn], n > —1, com y[—1] = vy, é solugdo de (*x) para
n > —1 se e somente se é a solugdo de (*) para n > 0. Portanto, a forma
operador atraso e a forma operador avango sdo equivalentes, ou seja,
descrevem o mesmo sistema.

Representacdo de () por um diagrama esquemaético:

Mnl

2
)

x[n]

Yn—-1] V[n]

d »
<

Figura 3.23: Diagrama esquematico de (x), onde a=1+r1réo ganhoe D é o
operador atraso (delay).

Considere que

y[—11=10
xnl=1,n >0 (depdsitos constantes)

r=0,1 (taxa de juros de 10% ao més)

Como podemos obter os saldos y[nl, n > 0, a partir de (x)?

Solugao:

yml— (1 +r)yn—1] =xMn]
(ex5) [yl =11yl =141, n>0

y[n] é calculada a partir de
forma recursiva ~> y[n — 1] utilizando somente
as 4 operagdes basicas!

ylol=1,1-y=1+1=1,1-104+1=12
Yyl =1,1-ylo] +1=14,2
yl21=1,1-ylll+1=16,62
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Assim, y[n], n > 0, é calculada recursivamente (iterativamente) na
seguinte ordem:

pode haver propagagdo
de erros numéricos!

U[O]/ y“]/ y[z]/ e g y[n_1]/ U[n]

Agora, desejamos conhecer y[n] para n = 300 (daqui a 25 anos!).
Problema: vamos ter que repetir o procedimento recursivo 300 vezes!
Solugdo: obter uma solucdo analitica (fechada) para y[nl, n > 0.

Veremos mais adiante que
yn] =22-1,1"—-10 (ndo recursival)

é a solucdo de (xxx*) com y[—1] = 10.

Verificagao:

ymn—1=22-1,1""1-10

Llyn—114+1=1,122-1,1"1—10) +1
=22 1,1 =11 +1
=22-1,1T" =10 =yn]

y[-11=22-1,1"1-10=10
Portanto,

yl0] =22-1,19-10=12 Como antes!
y[1]:22-1 1 -10=142 Nao hd iteragoes!

Mas necessita da

yl2 =221, 1210 = 16,62 operagdo exponencial!

y[300] =22-1,13%° —10 =|50,76 x 10'? reais
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‘ Exemplo 2 — Integrador Digital: Discretizagdo do Integrador Ideal

t .
y(t) _J x(t)dt  (integrador ideal) x(t) : entrada
- y(t) : saida

ylnl = y(nT) = lim D> x(KDT, x[k] =x(kT),T >0
k=—o0
=1limT x[k]

=—00
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Para T =~ 0, temos

ynl =T Z x[k] (forma ndo recursiva)
k=—0c0
Mas,
n—1
yml =T Z x[k] + Tx[n]
k=—
=yn—1]
Logo,
yn] =ym— 1]+ Txn] (forma recursiva)
ou

[ym] —yn—1] = Tx[nl|

descrigdo do sistema integrador
por uma equagdo a diferengas

{x[n] : entrada

y[n] : saida

Método Alternativo:

Relembre que o sistema integrador é descrito pela seguinte equagdo
diferencial:

Mas, para T =0,

dy(t) Ly —yT-T)  ynl—yn—1]
at |t T T
Portanto,

\y[nJ —ym—1] =Tx[n]

A Figura 3.24 ilustra a implementagdo do integrador digital num
microcontrolador.
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x(t)
o x[n]
Repeticéo
acadaT Algoritmo
segundos

!

yinl ] — y(0)

Figura 3.24: Implementacdo do integrador digital num microcontrolador.

3.8 CLASSIFICACAO DE SISTEMAS EM TEMPO DISCRETO

1. Sistemas Sem Memoria e Com Memoria

Sem Memodria (ou Instantdneo): quando a saida no instante n depende
apenas da entrada no instante n, ou seja, a saida em n independe dos
valores da entrada antes de n e ap6s n.

Com Memodria (ou Dindmico): quando o sistema ndo é sem memoria.

Isto significa que a saida no instante n depende de algum valor passado
ou futuro da entrada.

2. Sistemas Causais e Nio-Causais

Causal (ou Fisico ou Nao-Antecipativo): quando a saida no instante n
independe dos valores da entrada apds n (futuro).

Niao-Causal (ou Antecipativo): quando o sistema ndo é causal. Isto
significa que a saida no instante n depende de algum valor futuro da
entrada.

Todo sistema real deve ser causal. Sistemas ndo-causais ndo podem
ser construidos (realizados) na pratica. No entanto, alguns sistemas
ndo-causais sdo vistos como sistemas ideais a serem aproximados por
sistemas causais reais.

3. Sistemas Lineares e Nao-Lineares

3.1 Sistemas Sem Meméria

* Linear: quando o sistema satisfaz (k é real ou imagindario):

a) X] —yrexa — Yz = X3=X1+X2 — Y3 =y +y2
(aditividade)
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b) x —y = X =kx — Y = ky (homogeneidade)

Note que as duas condigdes acima sdo equivalentes a:

X1 —yrexa — Y2 = x3 =kixs +kaxz — yz =kiyr +kayz
(principio da superposigio)

Ao tomarmos k = 0 na condi¢gdo de homogeneidade, concluimos
que todo sistema linear satisfaz: ‘x =0 — y = 0| No entanto,
a reciproca ndo é verdadeira. Isto significa que ndo podemos
garantir que um sistema € linear apenas porque x =0 — y =0.

Importante! Aditividade # Homogeneidade

* Nio-Linear: quando o sistema ndo € linear. Isto significa que existe
(a0 menos) uma entrada em que a saida do sistema nao satisfaz
a aditividade ou ndo satisfaz a homogeneidade.

3.2 Sistemas com Meméria

Condicdo Inicial (ou Estado Inicial) vng] de um sistema com memdoria no
instante ny: é a informacado em ny que, juntamente com o conhecimento
da entrada x[n], n > ng (futuro), determina uma tinica saida yn] para
todo n > ny. Isto significa que, para se determinar o comportamento
futuro da saida, ndo importa a maneira como o sistema atingiu a
condigdo inicial v[ng], ou seja, v[nol contém toda a informagao passada
do sistema até o instante ng. Assim,

} —yml, n>no

Resposta Entrada Nula yo[n]: é a resposta do sistema quando x[n] =
0,n > mng: \V[no], xn] =0,n > no} — yoml,n > ng \

Resposta Estado Nulo yesn[n]: é a resposta do sistema quando v[ng] =
0: \V[no] =0, xn],n > no} — Yesnnl,n = no \

e Linear: quando o sistema (com memoria) satisfaz (k é real ou
imaginario):
a) (Aditividade) Se

v1[nol,

—y1m], n > nop
x1n], n > ng

entao,

v3[nol = vimoel +va2nol, L ysin] =yl 4 yafnl, n > e
x3[Ml =x1Mml +x2nl, n >ng
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b) (Homogeneidade) Se

entao

Xn] =kx[n], n > ng
Note que as duas condigdes acima sdo equivalentes a:

(Principio da Superposi¢io) Se

}—>y1[n],n>no

entao,

vi[nol = k1vingl + kavalnol,

x3[n] =kyximl +kax2ml, n > ngp

Ao tomarmos k = 0 na condi¢do de homogeneidade, concluimos
que todo sistema linear (com memoéria) satisfaz:

’V[Tlo] =0, xn]=0,n>no} —ynl=0,n>nyp

P

No entanto, a reciproca ndo é verdadeira. Isto significa que
ndo podemos garantir que um sistema é linear apenas porque
vinel =0, x[n] =0,n > ne} — ynl =0,n = no.

Importante! Aditividade # Homogeneidade

* Nio-Linear: quando o sistema (com memoria) ndo é linear, ou

seja, ndo satisfaz a aditividade ou nédo satisfaz a homogeneidade.

Sistemas sem memoria ndo possuem estado inicial. Para sistemas
com memoria, sempre assumimos que v[—oo] = 0.

Concluimos entdo que resposta total y[nl,n > no, de um sistema
linear com memdria é dada por yn] = yo[n] + yesn[nl, ou seja:

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

linear em v[no] linear em x[n]

Propriedade de Decomposigio
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4. Sistemas Invariantes e Variantes no Tempo
4.1 Sistemas sem Memédria

* Invariante no tempo: quando

xn] — yn] = xn] =xnh-—M] — yn] =ymn —M]
e Variante no tempo: quando ndo é invariante no tempo.

4.2 Sistemas com Meméria

* Invariante no tempo: quando a seguinte propriedade é satisfeita:
Se

entdo

Vlto + M] = vy,

—yml=yn—M], n>no+M
Xnl=xm—-M], n>2ng+M

Desse modo, para sistemas invariantes no tempo, ndo importa
o tempo inicial nyg em que comegamos a estudar o sistema ou
aplicamos a entrada. Assim, para simplificar, podemos sempre
escolher ng = 0.

* Variante no tempo: quando nao é invariante no tempo.

Propriedade (serd mostrada adiante): Considere um sistema linear com
memdria causal invariante no tempo. Suponha que x[n],n € Z, é uma
entrada causal e seja M > 0. Entdo yesn[n], n € Z, é causal e:

se v[0] =0, x[n],n > 0} — Yesnm],n >0

entdo v[0] =0, X[n] =x[n—M],n > 0} — Yeen[M] = Yesnm —M],n >0

Isto significa que x[n],n > 0 — Yesn[n], 1 > 0, se comporta como um
sistema linear sem memdria invariante no tempo!

5. Sistemas Invertiveis e Nao-Invertiveis

Relembre que um sistema S associa uma tnica saida y[n] para cada
entrada x[n], ou seja, corresponde a um mapeamento do conjunto de
entradas no conjunto de saidas. Quando diferentes entradas geram
diferentes saida, ou seja,

X1 £ X2 = Y1 #Y2 (ou, equivalentemente, y1 =y = x1 = X3)

dizemos que o sistema é invertivel. Caso contrdrio, dizemos que o
sistema é ndo-invertivel.
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Note que dizer que um $ sistema é invertivel é o mesmo que dizer
que o mapeamento correspondente é injetivo. Neste caso, podemos,
a principio, determinar o sistema inverso S; do sistema original S, o
qual determina x[n] a partir de y[n]. Desse modo, S em série com S;
resulta no sistema identidade (y = x).

6. Sistemas BIBO Estaveis e Instaveis

Um sinal f[n] é limitado quando existe M¢ < oo tal que
[fn]] < M¢ < oo, paratodon € Z
ou, de maneira equivalente,
—M¢ < f[n] < My, paratodon € Z
Propriedades:

a) Se lim f[n] = oo, entdo f[n] é ilimitado.
n—oo

b) Se f[n] =0 paran <ng e li_r)n f[n] = ¢, entdo f[n] é limitado.
n—oo

Dizemos que um sistema é BIBO estdvel quando toda entrada lim-
itada resultar numa saida limitada. Caso contrario, dizemos que o
sistema é BIBO instdvel. Isto significa que existe (a0 menos) uma en-
trada x[n] limitada em que a saida y[n] é ilimitada.

@ y[n] = cos[njxn —1]
e com memoria
e causal

e linear?
x1n] — y1Mm] = cosmlxsm —1]

x2[m] — yz2n] = cosmlxa[n —1]
x3[n] = Kix1[n] +KyxaM] — y3[n] = cosm]xzn]
y3[n] = cos[n](Kyxi[m — 1]+ Kaxz[n—1])

= Kj cosn]xjm—1]+K; cosnlxym —1]

yi1(n] y2[n]

= Kjyi1[nl + Kayznl
‘. é linear
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e invariante?
x[n] — yn] = cos[n]x[n — 1]

Logo,

yn—MJ] =cosln —MJx[n—M —1] } ”
x[n] = x[n — M] — yIn] = cos[n]x[n] = cosn|x[n — M|
*. é variante no tempo

e BIBO estavel?

Suponha que x[n] é limitado, ou seja, existe My > 0 tal que
XM < My, neZ
Entao,
lynll = |cosmlx[n —1]| = [cosm]llx[n —T]| < T- My =M, = My

-, é BIBO estavel
e ¢ invertivel?

Se
x1M] #x,M], paraalgumn e Z,
entao

yr1m+ 1] = cos[m+ 1] xq[1] # cos[m+ 1] xz[n] =y + 1]
I — I —
£0 £0
.. é invertivel

O sistema inverso é dado por

1

- cosn+1]
e — |

#0

yimn] xin+1] (ndo-causal!)

@ yMm] = x[2n] (decimacao)

E ndo invertivel pois compressdo no tempo causa perda de
dados! Por exemplo, considere os sinais x1[n] e x2[n] mostrados
na Figura 3.25. Note que x7 # x,. No entanto,

yi1n] =x12n] =x2[2n] = yzn] = un]

@ ynl =xn+1] (avango unitario ideal)

E ndo-causal. Portanto, ndo pode ser realizado (construido) na
pratica.
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12 T T T T T T 12 T T

x,[n] X,In]
1 1

0.8 1 0.8
0.6 1 0.6
0.4 1 0.4

0.2 1 0.2

02 L L L L L L 0.2

Figura 3.25: Exemplo 2.

@ ym]=T)> x[kl (integrador digital)

k=—00

E com memoria e causal.

3.9 EQUA(;@ES DE SISTEMAS EM TEMPO DISCRETO

Considere um sistema em tempo discreto descrito por uma equagédo a
diferencas na forma operador avango

ym+ N+ aym+N—-1]+---+an—1ym+ 1]+ anyn]
=bnomxm+M]+ -+ byorxm 4+ 1]+ bnx[n] (%)

onde N > 1, M > 0, e os coeficientes (pardmetros) ai, by sdo constantes
ou dependentes do tempo t. Pode-se mostrar que tal sistema é linear e
com memdria. De agora em diante, vamos considerar que x[ng —N] =
xNg—N+1] =--- =x[ng—1] = 0. O estado inicial no instante ngy é o
vetor

vinol = (Yo —NJ ... yno—2] yno—1]) € RN,

Se N > M, entdo o sistema é causal. E, se M > N, entdo o sistema é
ndo-causal. Quando todos os parametros aj, b; em (%) sdo constantes, o
sistema é invariante no tempo. Caso contrério, é variante. Denominamos
max (N, M) de ordem do sistema.
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Exemplo: yn+2] —2ym+ 1]+ 3ym] =5xn+1]+xn] (N=2,M =
1) é um sistema LDIT (Linear em tempo Discreto Invariante no Tempo)
causal de 2a ordem

Agora, atrasando ambos os lados de (x) por N, obtemos a forma
operador atraso

yml+aiym—1+---+an_1yn—N+1]+ any[n — N]
=bnmxM+M =N+ +bnoixn =N+ 1]+ bnyxn—N]  (xx)

Suponha que especificamos um estado inicial do sistema em ng
v[nol = (ylno —NJ ... ylno—2] ymo—1)) e RV,

e que escolhemos uma entrada
xn], n > ng.

Temos que um sinal discretoy[n],n > no—N, com (ym—NJ ... ym—
2] yin—1))ln=n, = vInol satisfaz (%) para todon > no — N se e somente
se satisfaz (xx) para todo n > ny. Isto significa que (x) e (**) possuem
as mesmas solugdes, ou seja, descrevem o mesmo sistema!

Suponha que N = M (sistema causal). Rescrevemos (%%) como

yml=—ajym—1—---—an_1yn—N+1] —any[n —N]
+boxM]+bixn—1]+---+bn_1xM =N+ 1] +bnyx[n—N]

Portanto, a solugdo y[nl, n > no — N, desta equagdo a diferencas pode
ser obtida recursivamente (iterativamente) a partir de v[noy] e da entrada
x[n], n = ng.

Exemplo: Considere o sistema LDIT descrito por
yn+2]—ymn+1+0.24yn] =xn+2] —2x[n+1]

com ng = 0, v[0] = (y[—2] yl—1]) = (1 2) e x[n] = nun],n € Z
(entrada causal). Logo,

yn] =ym—1]—0.24yn — 2] + x[n] — 2x[n — 1]

yl0] =y[—1] —0.24y[-2] + x[0] —2x[-1] =1.76 (n=0)
y[1] =yl0] — 0.24y[—1] + x[1] — 2x[0] = 2.28 m=1)
yl2] =y[1] —0.24y[0] + x[2] — 2x[1] = 1.8576 (n=2)
e assim por diante ...
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3.10 SISTEMAS LDIT

Considere um sistema linear em tempo discreto invariante no tempo (LDIT)
em que a relagdo entrada-saida é descrita por uma equacdo a diferencgas
na forma operador avango

ym+ N+ aym+N—-1]+---+an_1[n+ 1y +anyn]
=boxn+N]+bixn+N—1]+ - +by_1xn+ 1]+ bnx[n]

onde N = M (causal) e os parametros ai, bi sdo constantes e reais.

Assim, N é a ordem do sistema. Utilizando o operador avango unitdrio E
(Efm] = fn+ 1], E>f] = f[n+2],...), podemos rescrever tal equagio
como

onde

QE)=EN+aEN"T+ ...+ an_1E+an
P(E) =boEN +b1EN T+ ... 4 by 1E+ by

O estado inicial do sistema em ng = 0 é o vetor
vo = (y[-N] ... y[-2] y[-1]) e RN

Isto significa que
xn], n>=0

vor }—>y[n],n>0

Como o sistema é linear, sabemos que a resposta total y[n], n >0, é
dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

y[n] yo[n] (x=0) Yesn[N] (vo=0)

Propriedade de Decomposicio

Para efeitos de cdlculo de Yesn[nl, n > 0, considera-se que x[n] =
0, n < 0 (entrada causal!).

A saida correspondente do sistema é o (1inico) sinal discreto ynl, n >
—N, tal que:

1. (ym—NJ ... ym—2] ym—1])lh=o =vo e, para todon > —N,

ym+Nl+aym+N—=-1]+---+an_1n+ Ty + anynl

=boxn+N]+byxn+N—-1]+---+bn_1xn+ 1] + bnx[n]
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3.11 RESPOSTA ENTRADA NULA 179

2. A resposta estado nulo satisfaz yesn[n] = 0,1 < 0. A resposta entrada
nula yo[n],n € Z, é a solugdo da equacdo a diferengas homogénea

Q(E)yom = (EN+ i EN"T -+ an 1E+an)yom] =0

com (yo[—N] . yo[—Z} yo[—]]) =Vo.
YoMl e Yesn[n] sdo determinados de maneira independente.

3.11 RESPOSTA ENTRADA NULA

Considere o sistema LDIT causal (N = M)

com condicdo inicial vo = (y[—N] ... y[-2] y[-1]) € RN,
Desse modo, a resposta entrada zero yonl,n € Z, é a solugao da
equacdo a diferengas homogénea

Q(E)yoml = (EN+ a1EN"T+ .- 4 an_1E+an)yonl =0
com (yol—1] yol—2] ... yo[—N]) =vp.

e Qy) = YN+ a1 yN T + an_1Y + an: polindmio carateristico do
sistema (grau N !!!)

* Q(y)=(y—v1)...(Yy—vN) = 0: equagdo caracteristica

® vi,...,YN € C: raizes carateristicas (ou valores caracteristicos, auto-
valores, frequéncias naturais)

* Raizes caracteristicas y1,..., YN distintas e reais: temos que
yoml=c1yi+-+enyN, nEZ

ou seja, Yo[n| é uma combinagdo linear dos N modos caracteristicos

(ou modos naturais) vy, ..., vy Os N coeficientes reais c1,...cN

sdo determinados a partir da condi¢ao (yo[—1] yol—2] ... yo[-N]) =
Vo.

* Raizes caracteristicas y1,..., YN repetidas e reais: quando quando a
raiz caracteristica y; tem multiplicidade v > 1, temos que

yolnl = cryt eyl +- e Iy e v g - enyY R,

ou seja, Yo [n] é uma combinacao linear dos N modos caracteristicos
Y& oy, oo, T, v, ..., YR No caso de existirem
vdrias raizes caracteristicas com multiplicidade maior que 1, a
expressdo para yo[n] é analoga.
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* Raizes caracteristicas y1,..., YN complexas: As raizes complexas
do polindmio caracteristico

Q) =Y+ ayN T +an 1y +an

sempre ocorrem em pares complexos conjugados, pois os coefi-
cientes a; sdo reais. Logo, se Q(y) = 0 com y complexo, entdo
Q(y*) = 0. Suponha que y; = ly1]e/P' (forma polar com 1 em
rad) é uma raiz caracteristica complexa do sistema de multiplici-
dade r = 1. Neste caso,

lyil™ cos[Bin], yil™sen[pin]

sdo os dois modos caracteristicos do sistema associado a y; com-
plexo.

Por exemplo, se y1, Y2 =Y}, ¥3, ..., YN sdo raizes caracteristicas
com v3,..., YN reais e distintas, entdo

yoml = cily1l™ cos[Bin]+calyi[™sen[pin]+c3yy+---+enyN, NEZ

onde os N coeficientes reais c1,c2,c¢3,...cN sdo determinados a partir
da condicdo (yol—1] yol—2] ... yo[—NI]) =vp.

De maneira semelhante, se y; = |y;]|e/P! é complexo e tem multipli-
cidade r > 1, entdo

ly1I™ cos[Bin], ly1/™ sen[Bin],

nly1|™ cos[Binl, nly1|™sen[B1n],

n" 1™ cos[Binl, n " Tly1[™sen[Bqn]

sdo os 2r modos caracteristicos do sistema associados a .

Em resumo: yo[n] é sempre uma combinagdo linear (com N coefi-
cientes reais) dos N modos caracteristicos do sistema. Os N coeficientes
da tal combinagao linear sempre existem, sdo unicos, e sdo obtidos a
partir de um sistema de equagdes lineares determinado pela condicao
(Yo[—T11 yol-2] ... yo[—N]) =vo.

Portanto, quando x[n] = 0,n > 0 (entrada nula), entdo y[n] =
yoml,n > 0, fica completamente determinada pela condigdo inicial vy e
pelos modos caracteristicos do sistema!

Quando vy = 0, entdo yo[n] = 0, n € Z, ou seja a resposta
entrada nula é zero! Logo, se vo = 0, entdo y[n] = yesn[m], 1 > 0 (como
teria que ser!)

Suponha que v > 0 (real). Entdo y = e"(Y) Portanto, y™ =

e n(Y), Do mesmo modo, considere que Y = —y com Yy > 0. Entdo,
v = e, Logo, (7)" = (=) = (=1)"y" = (~T)nen i,
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(1) yin+21-0,6yln + 11— 0,16y[n] = 5xn + 2

Q(E)=E%2—0,6E—0,16
P(E) = 5E?

=0, yl=21=251 .. vo=[25/4 0]

a2 _ _ Y1 =02 { reaise
Qly)=v"—-0,6y—-0,16=0 = vy =0,8 } distintas

yoml = c1y +c2vy

yoml = c1(—0,2)™ +¢c2(0,8)™
0=yol-11=¢1(=0,2)"" +¢2(0,8) " = —5¢1 + 3¢c2
2 =yo[-2 =c1(—0,2)72 +¢2(0,8) 72 = 25¢1 + $2c2

25¢y + 22 o c2=0,8

-5 50, =0 c1=0,2
Cc1+ 3C2 } N
T6eC2 =7

+ [yoln] =0,2(-0,2)" +0,8(0,8)", n € Z]|

Note que nlgréo yomnl =0.

@ ymn+2]+6ymn+1]+9yMn] = 2x[n+ 2] + 6x[n + 1]
yl-l==15, yE2A=-2%6 - vo=[-2p 1/
Q(E) =E?+6E+9
P(E) = 2E + 6E

QUY) =2 +6v+9=0 = [y1 =72 = 3] oo

Yol = ¢yt +cony}

yom] =c1(=3)™ +con(=3)"

3
—5 =yol-A =c1(-3) 2 +2(-2)(-3)7% = +5e1 — ¢z
—ler+ic=—3 _|e=
+%C —éCZZ—% cy =
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@ yml—1,56ym —1]+0,81yn —2] = x[n] + 3x[n — 1]
(operador atraso!)

Avangando os dois lados da equacdo por 2, obtemos

ym+2]—1,56ym+1]+0,8TyMn] = x[n + 2] +3xn +1]

(operador avanco!)
Q(E) =E%—1,56E 40,81
{P(E) =E2+3E
Q(E)y[nl = P(E)x[n]
yl=11=2, yl2l=1 .. vo=1[1 2]
yon] =?
Qy) =v%2—1,56y+0,81 =0 = ‘1/1,2 — 0,78 4 j0,45 | complexas!

v1 =0,78+0,45 = 0,9¢) "/®) — |y,|eiP1
I — |

forma polar!
Yoln] = cily1[™ cos[Brn] + c2ly1™ sen[Bn]
yom] =¢10,9™ cos [Zn] +¢,0,9™ sen [Zn]
2=yo[-11=¢10,9" " cos [~ Z] +¢,0,9 " sen [ — Z]
=0,9623c1 —0,5556¢,
1 =yol-2] = 10,972 cos [— g] +¢50,97 % sen [_ %}
=0,6173c1 —1,0692c;,

0,9623cy —0,5556¢c; =2 N c1 =2,3076
0,6173c1 —1,0692¢c; =1 c2 =0,3970

yolnl = 2,3076(0,9)™ cos [gn] +0,3970(0,9)™ sen [gn} ,nez

ou

a=2,3076

b =0,3970

z=a—jb=2,3076 —j0,3970 = 2,3415¢ %17

4°Q forma polar

yolnl = 2,3415(0,9)™ cos [gn—o, 17} , nez
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3.12 RESPOSTA h[n] AO IMPULSO UNITARIO

Considere um sistema descrito por
Q(E)y[nl = P(E)x[n]
onde (N =M)

Q(E) :EN"FCl]EN_] +---+an1E+an
P(E) = boEN 4 -+ bn_1E + by

Suponha que x[n] = §[n], ou seja, aplicamos um impulso unitario em
n = 0 no sistema. Nosso objetivo é determinar h{n] = yesn[nl,n € Z,
ou seja, encontrar a resposta estado nulo do sistema quando x[n] = [n].

Denominamos hn| de resposta ao impulso ou resposta impulsiva do
sistema.

* Quando ay # 0, determinamos h[n] da seguinte maneira:

hn] = —
aN

dnl+ycmlunl, neZ

onde yc.[nl,n € Z, é uma combinagio linear dos N modos car-
acteristicos do sistema com coeficientes reais c1,...,cN. Para
encontramos c1, ..., cN, devemos resolver recursivamente

hnl]=—athin—-1—---—an_1hn—=N+1] —anh[n—N]
+bodMm] +b18Mm—1]+---+bn_10M—N+1]+bndn —N]

paran=0,1,...,N—1com h[-N] = .- =h[-2] = h[-1] =0.

* Quando any = -+ = an—kx—1 = 0 mas an_x # O (lembre que
ap = 1!), determinamos h[n] da seguinte maneira:

hin] = Apdn] +A18n—1]+---+Axdn—K] +ycnluln], neZ

onde y.[n],n € Z, é uma combinagio linear dos N modos caracteris-
ticos do sistema com coeficientes c1,...,cN. Para encontrarmos
os N + K + 1 coeficientes reais Ay, Aq,...,Ak,C1,...,CN, deve-
mos resolver recursivamente

h[ﬂ.] :—a1h[n—1]—-~~—aN,1h[n—N+1]—aNh[n—N]
+bodM]+b16—1]+---+bn_18n—N+1]+bnb[n—N]

paran=0,...,N+Kcom h[-N] =..- =h[-2] = h[-1] =0.

Note que a resposta impulsiva h[n] é causal para N > M. Além
disso, h[n] é determinada pelos modos caracteristicos do sistema!
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@y —0,6yn—1]1—0,16yn — 2] = 5x[n]

Q(E) =E2—0,6E—0,16 (N=2,a; =-0,16#0)
P(E) =5E2 (b2 =0)

hn] =?

a2 _ _ Y1 =02 { reaise
Qly)=v"—-0,6y—-0,16=0 = v, =0,8 } distintas!

Yelnl =c1vi +c2vy
Yenl =c1(—0,2)™ +¢c2(0,8)™

hin) = N5+ yelnlulnl, nez
an

—O

i = 22 5in ] +yenlun]
az

hinl = [c1(—0,2)™ +¢2(0,8)™ uln], neZ| (%)

hin] =0,6hin—1]+0,16h[n — 2] +56[n]

(#)
com h[—-2] =h[-1] =0

Devemos obter h[0] e h[1] recursivamente a partir de (**) para
entdo encontrar ¢ e ¢, através do sistema de equagdes lineares
determinado por (). Assim,
—0 -0 =1
1

h[0] = 0,6 h[—1]+0, 16 h[-2] +55[0] =5

=5 =0 =0
h[1] = 0,6 h[0] 40, 16 h[—1]+5501] = 3
5="h[0] = [c1(—0,2)° +¢,(0,8) ]ﬂ: c1+c2

=1
ull] =—-0,2¢q1 +0,8¢cy
=1

3=h[1] = [c1(=0,2)" +¢2(0,8)"]

—

c1+cr=5 N c1 =1
—0,2¢1+0,8¢c2, =3 c2=4

hin] = [(—0,2)TL +4(O,8)“]u[n] , neZ

é causal!
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(2) yn+1]—yln] =x]

QE)=E—1 (N=1,a1=-1£0)
PE)=1 (b;=1)

Qy)=vy—1=0 =

{h[n] = 26[11] +yYcmum] = —=dMm] +ycMmhum]
yem=cy" =cl™ =c

hin+1] —h[n] = 8[n]

hn] —hn—1]=8mn—1]

hn] =hn—1]+58Mn—1]
h[—1 0

—

@ yn] =y — 1]+ 2x[n] — 2x[n — 2]
o ym+2]—ym+1] = 2x[n + 2] — 2x[n]

{Q(E):EZ—E (N=2,[az=0} a1 =—T#0,K=1)

P(E) = 2E2 —2F

Y1 =

Qy) =v*~v=vy-1=0 =
Y2 =0

Yelnl =c1vi +c2vy = 1™ +c20" = ¢
hin] = Apdn] + A8 — 1] + yc[njun]
[hin] = AodIn] + Ar8ln — 1]+ cruln]|

h[n] = hin—1] 4+ 28[n] = 26[n — 2]
h[—2] =h[-1] =0

h[0] = h[—1] 4+ 258[0] — 25[-2] =2
h[1] = h[0] + 25[1] — 28[—-1] =2

h(2] = h[1] +25[2] —25[0] =0

2 =h[0] = Aoé[O] + A S[—1]+ c1u[0] =Ap+c¢q
Aod[1]1+ A18[0] +ciull] = A7 + ¢4
0=h[2] = Apd2] + A18[1] + crul2] =4

=
=
—
=
I
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" ‘A02A1 22, C1q :0‘

Logo,
\h[n] =28[n] +26[n—1], n¢c z\

Verificacdo: Temos h[—2] = h[-1] =0. E, paran > -2,

hm+2]—hn+1]=20n+2]+26n+1] —26[n+ 1] —25[n]
=28n+ 2] —26[n]

@ ym] = 2x[n] —2x[n—2]  (equagdo nio recursiva pois o lado

direito ndo depende dos valores

passados yn—1], yln—2],...)
hn] =?
\h[n] =28 —25n—2], ne z\

3.13 RESPOSTA DO SISTEMA A ENTRADA EXTERNA: RESPOSTA
ESTADO NULO

Considere um sistema LDIT com memoria. Relembre que a resposta
total yn], n > ny, é dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

y[n] Yo [n] Yesn[n]

Propriedade de Decomposigio

Assuma que ng = —oo. Relembre que v[—oo] = 0 por hipétese. Assim,
yMm] = Yesn[n], n € Z para uma dada entrada x[n], n € Z. Como o
impulso unitario 5[n] é uma fungdo par, obtemos que

xnl= ) xmsm—n]= ) x[m]sn—m]
Logo,
entrada — saida
dm] — hin] (resposta impulsiva)
dn—m] — hn—m] (invaridncia)
xmjdn—m] — x[mlhln—m] (homogeneidade)

Portanto, usando a propriedade de aditividade (e assumindo continuidade
na relacdo entrada-saida do sistema), concluimos que

Zx dm—m] — yn] = Yesn[n Z x[m £ x[n] * h[n]
| ——

m=—0oo m=—0oo ~
convolucio
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Ao repetirmos o mesmo raciocinio acima considerando que ng =0
e v[0] =0, obtemos que

x[n], n 20 — Yesnn| = Z xmhn—m], n >0

m=0

Portanto, para efeitos de cdlculo, podemos assumir (e é o que sempre
faremos!) que x[n] =0, n < 0 (entrada causal!), e assim

xm], 120 — Yesnn] = x[mJh[n —m]

Me L

m=—0o0

3.14 O SOMATORIO DE CONVOLUGAO

Sejam x1[n],x2[n], n € Z, sinais reais. O somatério de convolugio de
x1[n] e x2[n] é o sinal real c[n] definido por

cml=ximlxxaml= Y ximlxzn—m]

m=—0o0

(desde que a série seja finita para qualquer n € Z).
A varidvel do somatério é m, e ndo n!

Obs 2| Para calcularmos c[n] no instante 1, primeiro fazemos uma
reversdo temporal de x;[m] seguida de um deslocamento por 1, depois
multiplicamos por x1[m], e entdo somamos de —oco a co.

O valor de c[M] no instante  depende do comportamento dos
sinais x1[n] e x2[n] em fodo o eixo temporal Z!

‘ Propriedades ‘ Sejam x1[nl, x2[n],x3[Mnl, t € (—oo, 00), sinais reais e
k um ntmero real. Ent3o:

1. xim]*x2[n] =x2[n] xx1n] (comutatividade)

2. x1mJ* (xa[n]xx3[M]) = (x7M]*x2[n]) xx3M] (associatividade)
3. xi]* (xan] £x3M]) = (x1[m] *x2M]) £ (x7[n] xx3Mm])  (dis-
tributividade)

4. Se x1[n] xx3[n] = c[n], entdo

ximlsx;m—M] =x;In—MJ]xx2[n] =cn—M]

xmhn—m] =xMn]*hn], n >0
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(propriedade de deslocamento)
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5. x1n]* 8] =x7[n]  (3[n] é o elemento neutro da convolugédo)
6. (kxim]) xx2ml =x1M] * (kxzn]) = k(x1 M) *x2M])

7. Se x1[n] tem duracdo finita Wy, e x;[n] tem duracédo finita W3,
entdo c[n] = xq[n] * x2[n] tem duracéo finita W7 + W,.

Considere um sistema descrito por

com condicdo inicial vo = (y[—N] ... y[-2] y[-1]) e RN em ng =0,
onde (N = M)

QE)=EN+a1EN T+ 4+ an_1E4an
P(E) =boEN + -+ bn_1E+ by

Relembre que este é um sistema LDIT com memodria e causal, e que a
resposta total y[n],n > 0, é dada por

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

yn] yoln] (x=0) Yesn[N] (vo=0)

Propriedade de Decomposicio

Além disso, relembre que a resposta impulsiva h[n] é causal e determi-
nada a partir dos modos caracteristicos do sistema.

Relembre, ainda, que para encontrarmos Yesn[M], n € Z, assumimos
que x[n] = 0, para n < 0 (entrada causal). Ao seguirmos o mesmo
raciocinio utilizado anteriormente, encontramos que

YenM] = ) x[mJhin —m] = x[n] «h[n]
—1 00
= Z x[mlh[n —m] + Z x[mJh[n —m]
m=-—o00 m=0

No entanto, como x[n] e h[n] sdo causais, temos que x[m] = 0, para
m < 0, e h[n—m] =0, para n < m. Portanto,

n < 0= x[mhn—m]=0param € Z = yYesn[n] =0

n > 0= x[m/h[n—m] =0 para m > n = Yesn[n] = Z x[m/hn —m]

m=0

Logo, a resposta estado nulo yesnnl, n € Z, é causal e dada por

> xmhm—m]= ) himxin—m], n>0
Uesn[n] =4 m=0 m=0

0, n<o0
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ou seja,
Yesnn] = ( > x[m]h[n—m]) uln] = ( > himlxn-— m]> unj,nez
m=0 m=0

Relembre que a resposta impulsiva h[n] é calculada a partir
dos modos caracteristicos do sistema. Desta maneira, concluimos que
a resposta estado nulo Yesn[n] fica completamente determinada pela entrada
x[n] e pelos modos caracteristicos!

A resposta estado nulo possui o comportamento esperado:

* Se x[n] = 8[n], entdo Yesn[n] = x[n] x h[n] = &[]+ h[n] = hin],
pois 8[n] é o elemento neutro da convolugao.

e Se x[n] =0, n € Z, entdo Yesnn] = xnlxhn] =0, n € Z, ou
seja, ynl =yoml, n > 0.
h[n] é o sinal tal que Yesn[n] = x[n] *x h[n] é a resposta estado

nulo para a entrada x[n].

Tabela de Convolugao: veja a Tabela 3.1, p. 263, do Lathi. Por exemplo:

1 _yn+1
yrunl *un] = <1—Y> unj (Linha 2)
um] xun] = (n+ 1un (Linha 3)
,yn+1 _yn+1
yiu]«y3umn] = (‘2> uml, y1#v2 (Linha 4)
Y1 —7Y2
yrun] «y™un] = (n+ 1)y™"unl (Linha 8)

Relembre que x1[n] * x2[n] = x2[n] *x1 [n] (comutatividade).

@ (0,8)™ un]  unl = 0, 8(0,8)™uln] * un

=0,8((0,8)™u[n] * u[n])
il
propriedade 6

_ 1— (O,S)TL'H

Linha 2
vy=0,8

=14(1-0,8(0,8)™)uln], neZ
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1
4 e 2
Linha 4
vyi=1/e
v2=1/2
1,—mn 19—
len_12
= (eze uln]
2e
2
=17 % (e‘“—%Z‘“)u[n], nezZ

@ ym+2]—-0,6ymn+1]—0,T6yMn] = 5x[n+ 2]
(

%)nu[n] = (0,25)™u[n] (causal!)

(Note que 1i_r>n x[n] =0)

xn] =4""un] =

Yesn[M] =7?

Temos que

Q(E) =E%2—0,6E—0,16
P(E) = 5E2

Q(E)y[nl = P(E)x[n]
Encontramos num exemplo anterior que
hin] = [(—0,2)™ +4(0,8)"|uln], ne Z
Logo,

} N = M (causal!)

YesnM] = x[n] x h[n]
= (0,25)™uln] « [(—0,2)™ +4(0,8)™ | u[n]
= ( [

0,25)™u[n] * (—0,2)™um] + (0,25)™u[n] *4(0,8)™u[n]
!

distributividade
= (0,25)™u[n] = (—0,2)™uln] +4[0,25)™u[n] * (0, 8)™uln]]
(IR [ (IR [
Y1 Y2 Y3 Y4
B (0, 25)n+1 — (=0, 2)n+1 win] 14 (0,25)n+1 _ (O,S)n—H ]
I 0,25—(-0,2) 0,25-0,8
Linha 4

=2,22[0,25(0,25)™ +0,2(—0,2)" |u[n]
—7,27(0,25(0,25)™ — 0,8(0,8)™ |u[n]
=|[—1,26(0,25)™ +0,44(—0,2)™ +5,82(0,8)" Juln], ne€Z

(é causal!)

li Uesn[n} =0
n—,oo
0,25<1, |-0,21<1, 0,8<1
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3.14.1 Convolugdo e Sistemas LDIT Causais

Pelo o que mostramos anteriormente, podemos concluir que:

e Se x1[n] = f1[nJu[n] é um sinal causal, entdo

cml=xinlxxanl= )  ximham—ml= ) filmxyn—ml, neZ
m=—00 m=0

e Se x1n] = fimJuln] e x2[n] = fr[nJuln] sdo causais, entdao
cn] =xyMm]*xxz2n (Z mlfy[n — m]) unl, neZ

Além disso, temos que:

Um sistema LDIT é causal < a resposta impulsiva h[n] é causal ‘

Considere um sistema LDIT causal com x[nl,n € Z, causal (logo,
Yesn N, 1 € Z, é causal). Obtemos pela propriedade de deslocamento da
convolugio que, para M > 0:

se v(0) =0, x[n], n = 0} — Yesnml, n >0
entdo v(0) =0, X[n] =xIn—M], n = 0} — Yeen[Nl = Yesnm —M], n >0

Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT a Entradas Complexas

Considere um sinal complexo x[n] = x;[n]+jxi[n], onde x.[n] e
xi[n] sdo sinais reais. Considere que

Xy — Yesn, [n]

xi[M] — Yesn; M
Definimos entdo

x[n] =x:M] +jxi[M] — YesnN] = Yesn, M) +j Yesn, ]
Agora, seja h[n] a resposta impulsiva (real) do sistema. Definimos

YesnM] = xM] * hn] = (x;[n] +jxiMml) * hin] £ x,Mm] * hin] +j xim] * hn]
= Yesn, n] + j Yesn; n]
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Assim,
x| =x,[n] + ] xin] — Yesn n] = Yesn, n] + ] Yesn; n]
se e somente se
Xe[M] — Yesn, n]
xi[n] — Yesn; [n]
Resposta Estado Nulo de Sistemas LDIT a Muiltiplas Entradas
Suponha que
m
xn] = Z xi [n] (m entradas)
k=1
Concluimos entdo pela linearidade do sistema que
m
yesn[n] = Z Yesny n],
k=1
onde
xx[n] — Yesny, [n]
3.14.2 Procedimento Gridfico para o Somatério de Convolugio
Desejamos calcular a integral de convolugdo dos sinais x[n] e g[n]:
c[n] =xMnl*xgn] = Z x[m]gn—m] = Z glmjx[n—m] = g[n]xx[n]
m=—oo m=—o0

Note que a variavel do somatério é m, e que gln —mJ] e x[n —m]

correspondem a uma reversio seguida de um deslocamento por m.

Como regra geral para facilitar o calculo de c[n], escolhemos o sinal
a ser revertido como o mais simples entre x e g. Suponha que vamos
reverter g. Seguimos entdo o método abaixo.

Procedimento Grafico para Calcular c[n] = x[n] *x g[nJ:
1. Mantenha o sinal x[m] fixo.
2. Faca a reversdo de g[m], obtendo g[—m].

3. Faca um deslocamento de g[—m] por n, obtendo g[n —m]. Logo,
n > 0 é um atraso de g[—m] (deslocamento de g[—m] pra direita),
en < 0 é um aquango (deslocamento pra esquerda).

4. O somatoério do produto x[m]g[n —m] é o valor c[n] em n € Z.
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[ }] } causais! . c[n] =x[n]xgn] = [Z x[m]g[n—m]] un]

Veja a Figura 3.26.

12 T T 12 T
0.6 x[n] 4 06 gln]
W ) ‘7 ...
Figura 3.26: Sinais x[n] = (0,8)™u[n] e g[n] = (0,3)™u[n].
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Vamos reverter g[m], conforme a Figura 3.27.

12

1
08|~
06 gl-m]
0.4
0.2
®—e6—o0—o0—0 o002 T -0-—©
1
-0.2 L L L L : L L L L |
10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Figura 3.27: Reversdo de g[m].

(veja a Figura 3.28)

12

]
06~ g[n-m] x[m]
041

02—

02 L L L I |
-15 -10 -5 0 5 10

Figura 3.28: Gréficos de x[m] e g[n —m] paran < 0.

cnl=xMmlxgnl =35 _ _ x[mlglh—m]=0,n <0 (causal)
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n > 0| (veja a Figura 3.29)

12

0.8 ]
0.6 x[m] g[n-m]

0.4

oL

=0
00 I —1 I 00
cml=xMlxgm]= ) xlmigm—ml= ) x[mlgm—ml+ > x[mlgh—m]
m=—o00 m=—00 m=0
=) xlmlgm—ml= ) xlmlgm—m]= ) (0,8™(0,3)" ™

n Tl
pois Z ™= T # 1 (Lathi, pag. 58)
m=0

= (0 3)“[(0’8) '(0,3)" 1—1] (0,3)0,3 [(0,8)” 0,3 11
! 0,8 - 038
5z — 1 0,3 , 1
0,3 0,3
(018) T (0,3) 1

5503 2[(0,8) (0,3, n > 0.

L I
coincide com a Linha 4
da Tabela de Convolugéao!

Logo,

cnl =2[(0,8)™"" —(0,3)" uln], nezZ
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3.15 SISTEMAS INTERCONECTADOS

13

L
i [ kol = hyle] ¥ ko]
]
aln|
- ia-n|

.
- . -

£

Figura 3.30: Sistemas interconectados.

Suponha que o sistema S; tem resposta impulsiva hi[n] e que o
sistema S; tem resposta impulsiva h; [n]. Entao:

* Conexdo em paralelo: o sistema S;, tem resposta impulsiva h,, [n] =
hi[n] +hy[nl.

* Conexdo em cascata (ou série): o sistema S tem resposta impul-
siva he[n] = hy[n] * ha[n] = ha[n] * hyM]. Assim, em termos da
resposta impulsiva h.[n], tanto faz ligarmos S; ap6s S1 ou S
ap6s S,. No entanto, fisicamente a ordem importa!

e Somatério

x[n] — Uesn[n] = x[n] * Z x[m] — yesn Z Uesn

m=—0o0 m=—00

Exemplos:

a) Seja g[n] a resposta estado nulo para x[n] = u[n] (degmu unitdrio).

Como uln] = Z d[m], n € Z, obtemos g[n Z him
m=—oo m=—oo
b) Como g[n nj+ Z him n]+ gn—1], temos h[n] =
gn] —gn—1l%.

¢) Seja f[n] a resposta estado nulo para x[n] = nun] (rampa unitdria).

n

Como nun] = Z u[m], concluimos que f[n Z glm

m=—00 m=—00
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3.16 RESPOSTA NATURAL E RESPOSTA FORCADA

Considere um sistema LDIT descrito por

com condicdo inicial vo = (y[-N] ... y[-2] y[-1]) e RN em ng =0
e N > M (causal). Temos que

Resposta Total = Resposta Entrada Nula + Resposta Estado Nulo

yn] yoln] (x=0) Yesn[M] (vo=0)

Relembre que yo[n] depende da condigdo inicial vy e dos modos carac-
teristicos do sistema, e que YesnM] = x[n] * h[n] depende da entrada
x[n] e dos modos caracteristicos através de h[n].

Para o sistema

(E% — 0.6E —0.16)y[n] = 5E*x[n]

com vg = (25/4 0) e x[n] = 4 ™u[n], determinamos anteriormente
que os modos caracteristicos sdo {(—0.2)™,0.8™}, e que

ym] =0.2(—0.2)™ +0.8(0.8)™ —1.26(4) ™ + 0.444(—0.2)™ +5.81(0.8)™, n

Yo (n] Yesn [n]

Agora, ao juntarmos os termos envolvendo os modos caracteristicos em
y[n], obtemos uma componente y.[n| denominada de resposta natural
(ou solugdo homogénea). E, ao juntarmos os termos que ndo envolvem
os modos caracteristicos em y[n], encontramos uma componente Y4 1]
denominada de resposta forcada (ou solugdo particular). Logo,

ym] = 0.644(—0.2)™ +6.61(0.8)™ —1.26(4)™™, n > 0

Yeln] ygn]

Em geral, yon] # ycnl e Yesnnl # yg !

3.17 SOLUGCAO CLASSICA DE EQUAGOES A DIFERENGAS LIN-
EARES

Ler a Secdo 3.9 do Lathi.

Desvantagens da solucdo cldssica em relacdo as técnicas estudadas até
aqui:

1. Fornece resposta total = resposta natural + resposta forcada, e ndo
resposta total = resposta entrada nula + resposta estado nulo.

2. Restringe as entradas x[n] possiveis de serem aplicadas.
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3. Exige que as condigdes iniciais sejam conhecidas em (y[0] yl1]
11) € RN. Isto pode ser obtido recursivamente a partir de
vo = (y[-N] ... y[-2] y[-1])) e RN

4. Nao apresenta uma relagdo direta com a Transformada Z (Capi-

tulo 5 do Lathi = Sinais e Sistemas Lineares II !)

3.18 ESTABILIDADE DE SISTEMAS

Considere um sistema LDIT com memoéria (ndo necessariamente
descrito por uma equagdo a diferencgas). Assuma que v[—oo] = 0
(condigdo inicial nula em ng = —o0). Anteriormente, encontramos que

ymn] =yesnm] = x[n] x h[n]

Dizemos que o sistema é BIBO estdvel quando toda entrada x[n] lim-
itada resultar em y[n] limitada. Caso contrério, o sistema é BIBO
instdvel.

Propriedade

]

O sistema é BIBO estdvel < My, = Z Ih[m]| < oo

m=—00

Neste caso, se |x[n]] < My < oo, n € Z (entrada limitada), entdo
Yesn[M]] < MxMy = My, 1 € Z (saida limitada). Isto significa que
para termos My, arbitrariamente pequeno, basta que My seja suficiente
pequeno.

Agora, considere um sistema LDIT descrito por uma equacédo a
diferengas da forma

com condigdo inicial vo em ng = 0. Suponha que vo = 0. Assim,
yom] = 0. Dizemos que o sistema é BIBO estdvel quando foda entrada
x[n] limitada resultar em y[n] = yesn[n] limitada. Caso contrério, o
sistema é BIBO instdvel.

BIBO estabilidade refere-se a estabilidade externa (vo = 0 e x # 0)
do sistema.

3.18.1 Estabilidade Interna (Assintética)

Considere um sistema LDIT descrito por uma equagao a diferencas
da forma
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com condigao inicial vop em ng = 0.
Relembre que

vo=0ex=0=Y=Yo =Yesn =0

No entanto, o que acontece com y = Yo quando x = 0 mas vy # 0?
Este é o conceito de estabilidade interna (ou assintdtica) do sistema.

Temos entdo a seguinte classificagdo em relacdo a estabilidade interna
(vo # 0 e x =0) do sistema:

1. Assintoticamente estdvel: quando para qualquer condigao inicial
vo # 0, tem-se que lim yMn] = lim yon] =0.
n—o0 n—oo

Critério (<): quando todas as raizes caracteristicas estdo dentro
do Circulo unitdrio, ou seja, possuem médulo menor que 1.

2. Assintoticamente instdvel: quando para qualquer condigao inicial
vo # 0, tem-se que yn] = yo[nl é ilimitada.

Critério (<): quando houver ao menos uma raiz caracteristica fora
do Circulo Unitério (i.e. com médulo maior que 1) e/ou raizes
com multiplicidade em cima do Circulo Unitdrio.

3. Marginalmente estdvel: quando para termos yn| =yo[n], n € Z,
limitada e arbitrariamente proxima de zero, basta que v # 0 seja
suficientemente proxima de zero.

Critério («<): quando ndo hd raizes caracteristicas fora do Circulo
Unitério, mas existem raizes sem multiplicidade em cima do Circulo
Unitario.

3.18.2 Relagdo entre Estabilidade BIBO e Assintética
Temos as seguintes relagdes entre a estabilidade externa (BIBO) e a

estabilidade interna (assintética) de um sistema causal descrito por uma
equagio a diferengas:

Propriedades ‘

1. Assintoticamente estdvel = BIBO estéavel

2. Assintoticamente instavel ou marginalmente estdvel = BIBO
instavel
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Exemplos

(1) (E=0,5)2y[n] = (E+1)x[n]
Qly)=(y—0,52=0 = v1,2=0,5

Assintoticamente estavel (veja a Figura 3.31). Logo, é BIBO es-
tavel.

0.6

051

0.4

0.3

0.2

-0.1f

S

-0.2
-2

Figura 3.31: Exemplo 1: grafico do modo caracteristico n(0,5)™.

@ (E2 +2E +2)(E—0,5)yn] = Ex[nJ

Y12 =—14j=V2e537/4

Qly) = (v*+2y+2)(y—0,5) =0 = {
v3=0,5

Assintoticamente instével (veja a Figura 3.32). Logo, é BIBO in-
stavel.

@ ym+31+2ym+2]+ 3ym+1+ Jynl =xn +1]

Y1 =—1 (multiplicidade 1 no circ. unitério)

Q) =¥} +2y?+3y++ =0 = .
22 Y23 =-0,5%+j0,5= @eﬁ"/“

Marginalmente estavel (veja a Figura 3.33). Logo, é BIBO instavel.
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20 15 T
1
1
1
"]
151 E :
i X
101 b
05F
Sl i
. faATlTe A
5l i
-0.51
s i
- X [
-151 B 1
1
1
1
-20 L L L L L -15 L L 1 L L
-2 0 2 4 6 8 10 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 3.32: Exemplo 2: graficos dos modos caracteristicos (0.5)™ e

(vV2)™ cos[n3m/4 + 0.
L.l

-0.6 L L L L L -15 L L
-2 0 2 4 6 8 10 -15 -1 -0.5

[=)) SES—

Figura 3.33: Exemplo 3: gréficos dos modos caracteristicos (—1)™ e
(vV/2/2)™ cos[n3m/4 + 0].
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@ (E2—E+1)2y[n] = (3E+ 1)x[n]

QW)= (V2 —y+12=0 = vip =v34 = 2 £ = 1eH7/3

(multiplicidade 2 em cima do circ. unitdrio)

Assintoticamente instével (veja a Figura 3.34). Logo, é BIBO
instavel.

S N
o—1
°

T
1
1
1
1
-4 1
0

L L L L -5 L L L L
-2 2 4 6 8 10 -15 -1 -05 05 1 15

Figura 3.34: Exemplo 4: grafico do modo caracteristico n cos[nm/3 + 6].

3.19 SIMULA(;AO DE SISTEMAS DISCRETOS

Integrador Digital (T = 0)
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Exemplo 2 | Para o sistema

ym+2]—0.6yn+ 1] —0.16y[n] = 5x[n + 2]
com vy = (25/4 0) e x[n] =4~ ™u[n], vimos anteriormente que
ynl =0.2(—0.2)"+0.8(0.8)™ —1.26(4) ™ +0.444(—0.2)" +5.81(0.8)", n > 0.
A forma recursiva é dada por

yml = 0.6ym — 1] +0.16y[n — 2] 4 5x[n]

Comandos adicionais do Matlab: veja Lathi, pp. 288—293.



ANALISE DE SISTEMAS EM TEMPO CONTINUO
USANDO A TRANSFORMADA DE LAPLACE

Motivagio: Vimos no Capitulo 2 que a determinacdo da saida total
y(t) =yo(t) + Yesn(t) de um sistema LCIT descrito por uma equacao
diferencial envolve:

a) Manipulagdes algébricas: as 4 operagdes bdsicas (+,—, X, /)
b) Diferencia¢des: no célculo de yo(t) e h(t)
¢) Integragdes: no calculo da convolugao Yesn(t) = x(t) * h(t)

A grosso modo, neste capitulo introduziremos a transformada de Laplace
para obter y(t) somente através de manipulagdes algébricas de fungoes
racionais (polindmio p(s)/polindmio q(s)) na varidvel complexa s. Tal
método consiste basicamente de 3 passos:

1. Transformar a equagdo diferencial que descreve o sistema numa
equagio algébrica através da transformada de Laplace

2. Fazer manipulagdes algébricas

3. Calcular a transformada inversa de Laplace para obter y(t)

Veremos que a transformada de Laplace é uma ferramenta poderosa
para a andlise e controle de sistemas. Por exemplo: a andlise da resposta
impulsiva de diversos sistemas em série se torna muito mais f4cil: as
convolugdes dao lugar a manipulagoes algébricas.

41 A TRANSFORMADA DE LAPLACE (BILATERAL)

Seja x(t), t € R, um sinal em tempo continuo. A transformada de Laplace
(bilateral ou de dois lados) X(s) de x(t) é definida por

X(s) = Llx(t)] = J x(t)e St dt

Note que a variavel de integracdo é t € IR, mas X(s) € C é uma fungio
complexa na varidvel complexa s € C. Pode-se mostrar que

1 c+joo
x(t):)l_][X(s)]zzm,J . X(s)est ds
c—joo

onde o numero real ¢ deve ser adequadamente escolhido. O par
de equacgdes acima é denominado de par da transformada de Laplace
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(bilateral), ou simplesmente par de Laplace. Dizemos entdo que X(s) é a
transformada direta de Laplace de x(t), e que x(t) é a transformada
inversa de Laplace de X(s). Assim,

X(s) = £lx(t)] = (&7 [X(s)]}
x(t) = £ [X(s)] = £ H{Lx(t)]}

Para indicar que x(t) e X(s) sdo um par de Laplace, escrevemos
x(t) < X(s)

¢ A transformada de Laplace é uma operagio linear, ou seja,
se

x1(t) <= Xi(s) = Llx1(t)] e x2(t) <= Xa(s) = £[x2(t)]
entao

axq(t) +bxa(t) <= Llaxy (1) +bxz(1)] = allxq (t)] +bLx2 ()] = aXq(s) +bX3(s)

* Regido de convergéncia (RDC) ou regido de existéncia de X(s): é o
conjunto de valores de s no plano complexo em que a integral
improépria

X(s) = J x(t)e stdt
converge.

Propriedades da RDC:

1. Se x1 (t) tem RDC Ry e x;(t) tem RDC R,, entdo axi(t) + bx,(t)
tem RDC R D Rj NR,.

2. Se x(t) tem duracdo finita, entdo sua RDC é R = C.

3. Se x1(t) tem duragdo finita e x;(t) tem RDC R;, entdo ax;(t)+
bx, (t) tem RDC R = R,.

@ x(t) = e “*u(t), t € R, onde a é complexo

X(s) =7
RDC =7
00 0 00
X(s) = J x(t)e stdt = J e ty(t)e st dt—i—J e “tu(t)e Stdt

]
=0 pois u(t)=0, t<0
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00 T —(a+s)T
—1
X(s) = J e e stdt = lim J e (@)t qt = lim J eV dt

0 IT—>o<>0 . T—oo S+ a Jy
v =—(a+s)
dv = —(a+s)dt
1 1 j
X(s) =— lim (e~ (as)T —e0) = — lim (e=*Te 7PT — 1)
s+ aT—oo I staT—e
at+s=oa+jp
Mas
lim e—Te—18T — JO se x>0 (pois|e 1PT|=1)
Tooo ndo existe, se «x < 0
Logo,
1
X - 7 = R + > O
(s) siq parax e(a+s)
Assim,
1
x(t) = e tu(t) <= X(s) = , Re(s) > —Re(a)
s+a

e a RDC é a regido dada por Re(s) > —Re(a) (veja a Figura 4.1).

Plano Complexo

Parte Imaginaria

'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
E 1 :
O m = = === e - e m e e m e ——————— e e .-
B : s
'
'
1
'
'
: '
: 1
-1 --Rea 1
: '
'
'
'
'
'
'
'

2 I 1 I I
=5 -4 -3 -2 -1

[}
Parte Real

Figura 4.1: Regido de convergéncia de X(s) = 1/(s + a), com a complexo.

Para obtermos x(t) a partir de X(s), devemos escolher c € R
dentro da RDC e entdo calcular

c+joo
x(t) = J X(s)etds = e “tu(t)
L Cijoo ]

para entendermos o significado desta integral
e sabermos como calculé-la, necessitamos
conhecer a teoria de fungGes a varidveis complexas.
Isto nédo serd visto em nosso curso!
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@ x(t) = e~ **u(t), onde a > 0 é real (veja a Figura 4.2)

Pelo exemplo @, temos que

X(s)

08

06

x(t)

0.4

0.2

1
= , Re(s) > —a (veja a Figura 4.3)
sta’

-02,

Figura 4.2: Exponencial real decrescente x(t) = e~ *tu(t).

15

05

Parte Imaginaria

-05

-15

1
'
'
1
1
1
1
________ i i o o el e T e e e
'
1
1
1
1
1
'
1
'

Plano Complexo

RDC

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

0
Parte Real

Figura 4.3: Regido de convergéncia de X(s) =1/(s+ a), com a > 0 real.

@ x(t) = e I%oty(t), onde wy é real

Como a = jwy, temos que Re(a) =0e

X(s)

1
= ——, Re(s) > 0 (veja a Figura 4.
STiws (R;C (veja a Figura 4.4)
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Plano Complexo

°
@
T

_________________________________________________

Parte Imaginaria
&
& °

T

|

i

o
T

]
1o
&
I
LL
&

[}
Parte Real

Figura 4.4: Regido de convergéncia de X(s) = 1/(s +jwy).

x(t) = u(t) —u(t —2) (pulso retangular entre 0 e 2) é de duragao
finita ... |[RDC =C

00 2 -1 —2s
X(s) = J x(t)e stdt = J e Stdt = SJ eV dv
0

—00 0
v = —st
dv = —sdt
1T 725 1
X(s)=—=e"| =——(e*—1)
S 0 S

@ x(t) = cos(wot)u(t)

Como

[ jwot + e*jwot] u(t)

N —

x(t) =
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1
s+jwo

e Iwoly(t)

obtemos pela linearidade da transformada de Laplace que

X(s)—l 1 N 1 B s
C 2[s—jwo  s+jwo] |s2+w}

Acabamos de ver nos exemplos acima que
1
x(t) = e “tu(t) <= X(s) = T a Re s > —Re a, onde a € C
Semelhantemente, pode-se mostrar que
_at 1
y(t) =—e “"u(—t) <= Y(s) = ——, Res < —Re a
s+a

Note que x # y e X(s) = Y(s), mas os RDC’s sdo diferentes! Desse
modo, existe mais de uma transformada inversa de Laplace para

1
s+a

dependendo da RDC.

Portanto, concluimos que, a ndo ser que seja especificada a RDC, nio
existe uma correspondéncia um-para-um (bijetiva) entre X(s) = £[x(t)] e
x(t) = £L71[X(s)], o que gera dificuldades préticas.

Para contornarmos este problema, vamos restringir otempoat > 0.
Com isto, ndo precisamos especificar a RDC, e temos uma correspondéncia
um-para-um (bijetiva) entre X(s) = L[x(t)] e x(t) = LTX(s)], t >
0. Desse modo, ndo ha ambiguidade entre x(t), t > 0, e X(s). Isto
significa que para cada X(s) existe uma tinica transformada inversa
x(t) = L7 T[X(s)], t > 0 (exceto por um conjunto de comprimento
nulo!).

Relembre que, para encontrarmos a resposta y(t),t > to = 0 de um
sistema LCIT para uma dada entrada x(t), podemos sempre supor
que x(t) é causal!

4.2 A TRANSFORMADA DE LAPLACE UNILATERAL

De agora em diante, vamos nos preocupar apenas com o tempo futuro
dos sinais. Para isto, consideramos a transformada de Laplace unilateral
(ou de um lado) de um sinal x(t), t € IR, que é dada por

X(s) = Lx(t)] = Joo x(t)e st dt
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Com esta definigdo, nio precisamos mais especificar a RDC para determi-
namos a transformada inversa, e temos uma correspondéncia um-para-um
(bijetiva) entre a transformada X(s) = £[x(t)] e x(t) = L~ '[X(s)], para
t > 0 (somente tempo futuro!). Desse modo, ndo ha ambiguidade entre
x(t), t > 0, e X(s). Isto significa que para cada X(s) existe uma nica
transformada inversa x(t) = £~ '[X(s)], t > 0 (exceto por um conjunto
de comprimento nulo!).

Obs 1| Note que, para sinais causais, as transformadas bilateral e
unilateral coincidem!

Obs 2| Definimos o limite de integragdo inferior como 0~ para con-
siderar sinais x(t) que possuem um impulso na origem t = 0 e para
tratar equagdes diferenciais com condig¢des inicias em to =0~

Salvo mencgdo contrdria, durante todo o restante deste capitulo o
termo transformada de Laplace significara a transformada unilateral.

Além disso, adotaremos a seguinte convengdo: ao escrevermos x(t) =
L71X(s)] = f(tu(t), t € R, queremos dizer que x(t) = f(t), para
t > 0, mas ndo necessariamente que x(t) = 0, para t < 0 (isto sera
verdade somente quando x(t) for de fato causal!).

Relembre que, para encontrarmos a resposta y(t),t > to = 0 de
um sistema LCIT para uma dada entrada x(t), t € R, ndo importa os
valores de x(t) para t < 0, e podemos sempre supor que x(t) é causal!

Existéncia da Transformada de Laplace

Dizemos que um sinal x(t), t € IR, é de ordem exponencial oy quando
existirem M > 0, 0 real e t > 0 tais que

x(t)] < Me®°", parat >t >0

Para sinais x(t) de ordem exponencial, a transformada de Laplace
(unilateral) X(s) sempre existe e sua RDC contém a regidao Re s > oyp.
De acordo com os interesses priticos em engenharia de nosso curso, consid-
eraremos de agora em diante apenas sinais x(t) de ordem exponencial
cuja transformada de Laplace é uma fungio racional em s, ou seja,

x(t) <= X(s) =

onde P(s) e Q(s) sdo polindmios na varidvel complexa s com coeficientes
reais.

Desse modo, como consequéncia do resultado de continuidade analitica
da teoria de fungdes a varidveis complexas, podemos sempre supor que
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a RDC é todo o plano complexo C, com excegdo dos pontos em que
Q(s) = 0. Por exemplo,
1
—2t
= — -2
e “fu(t) < X(s) Y s #
No restante deste capitulo, a transformada direta X(s) = £[x(t)] e
a transformada inversa x(t) = £~ '[X(s)] serdo obtidas por tabelas de
pares de Laplace.
Tabela de Transformadas de Laplace
Veja a Tabela 4.1, p. 310, do Lathi. Por exemplo:
o(t) <=1 (Linha 1)
u(t) < % (Linha 2)
1 .
tu(t) <— 2 (Linha 3)
n n! .
t"u(t) o (Linha 4)
1
eMu(t) — (Linha 5)
theMu(t) = o (Linha 7)
(S _ }\)n—i—l 7
jo —je
re” “tcos(bt +0)u(t) <= 0.5re + 0.5re (Linha 10b)

s+a—jb s+a-+jb
0.5n!rel® N 0.5n!re 79
(s+a—jb)nt1 * (s+a+jb)nt]

t"re” ** cos(bt + 0)u(t) =

4.2.1  Determinando a Transformada Inversa
Seja

P(s)
Q(s)

uma fungdo racional em s com coeficientes reais. Suponha que os
polindmios P(s) e Q(s) ndo possuem raizes em comum, e que grau(Q(s)) =
N > M = grau(P(s)).

As raizes de P(s) sdo denominadas de zeros de X(s), e as raizes
de Q(s) de pdlos de X(s). Assim, X(s) possui M = grau(P(s)) zeros e
N = grau(Q(s)) pdlos. Dizemos que um podlo é simples quando sua
multiplicidade é igual a 1.

Nosso objetivo é encontrar

X(s) =

x(t) = L7 [X(s)], para t > 0 (somente tempo futuro!)

(%)
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Para isto, vamos expandir X(s) em fra¢des parciais, de modo que cada
termo da expansdo pertenca a Tabela de Transformadas de Laplace.

Assuma que X(s) possui pdlos simples a; e um polo repetido b de
multiplicidade m > 2. Podemos expandir X(s) em fragdes parciais da
seguinte maneira:

C1 C2 Cm
S P o R PR R

K
M”:“+ES—L+S
- 1
1

onde os coeficientes sdo dados por

ko =X(oo) = lim X(s)

sER, s—oo
ki =I[(s— ai)X(S)”s:ai
1 dm-i m
= (m—j)! dsm—J s =b)7X(s]] s=b

Quando X(s) possui varios pdlos repetidos, a expressao é andloga.

‘ Observacoes ‘

1. Se grau(Q(s)) = N > M = grau(P(s)), entdo ko = X(oo) = 0.

2. Se a; = «+jp é um pdlo complexo, entdo ai+1 = af = «x—jp
também é um poélo complexo, e ki1 = ki.

3. A forma da expressido () é determinada somente pelos pdlos de
X(s)! Os zeros de X(s) influenciam apenas nos valores dos coefi-
cientes ki,¢1,...,Cm em (x)!

4. Para evitarmos as diferencia¢des envolvidas nos cdlculos dos
¢j’s, podemos primeiramente encontrar os coeficientes ko, a;
ecm = [(s —b)mX(s)]‘S:b, e entdo determinar os m— 1 co-
eficientes restantes ci,c2,...,cm—1 através de um sistema de
equagoes lineares resultante da substitui¢do de m — 1 valores reais
para s em ambos os lados de ().

x(t) =?
P(s)=7s—6 M =1
Q(s) =s>—s—6 N=2
ar =—2
Q(s)=s>—s—6=0 = 1 3 polos simples
ap =
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X(s) = P(s)/Q(s)

7s—6 K1 Kz
X(8)=——=+——==Ko+ +
& =63 " 552 T 5oy
Ko = X(o0) =0 pois M < N
Calculo 1
7s—6 1 7s
. (e ~ . K — . — 3 R
Verificagao 0 Shen%z S — ShemIR ) 0
S — 00 S — OO0
7s—6 —14—6
1=+ X)), =T ., 23
7s—6 21—-6
K - - X p— = —— =
2= =3X0| =T 3 3+2 3
Logo,
A=—2 A=3
Linha 5 Linha 5
IT| T
X(s):s—i—Z + s—3
e 4 3 4(s—3)+3(s+2) 7s—6
V f . = = :X
erificacdo: St T3 T T v -3 +u6-3
x(t) = (4e 2t +3e>H)u(t)
25?2 +5
X(8)= 55—
@ (s) s24+3s+2
P(s) =2s%+5 M=2
Q(s)=s2+3s4+2 N=M=2
2 a1:—1 .
Q(s) =s"+354+2=0 = polos simples
(12:*2
252+5 K1 Kz
S P Ty B CIl o § Bl Py
5 Calculo 1 5
2sc+5 1 2s
_ e k- R N PR
Ko = X{oo) shenl}? s2+3s+2 SeR s2
s — 00 § — 00
25245
K; = X = =7
=[ernxe)| =5
25245
Kz = 2)X = =-13
2 = [(s +2)X(s)] 2 SFT |,
Logo,
A=—1 A=-—
Linha 5 Linha 5
X(s)= 2 —
(s) + s+1 s+2

x(t) = 28(t) + (7e * —13e " )u(t)
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B 6(s+34)
(3) X() = {25105 133
P(s)=6(s+34) M=

Q(s) =s(s>+10s+34) N=3>1=M .-

a; =0
Q(s) =s(s2+10s+34) =0 = 1 . | polos simples
azs = —5i]3
:K3
6(s + 34) K K> K3
X(s) = — 2
)= 5531553 s Tst5-33 515473
6(s+34)
K = — _
1= X0 = es s o
6 34 . o
Kz = [(s+5—j3)X(s)] _ _bls+34) = =3 +j4 = 51267
s=—5+j3  s(s+5+j3) s——5+j3
K3 =—3—j4=5e7126%
Logo,
a=5
b=3
r=10,0=126,9°
Linha 2 Linha 10b
"6 561269°  5o-i1269°
X(s) = -
V=5 *s35-3 T s5+3
x(t) = (6+10e>tcos(3t + 126,9°))u(t)
8s+10
X(s) = —— 1~
(4) Xts) 5+1)(s+2)3
P(s) =8s+10 M=1
Q(s)=(s+1)(s+2)3 N=4>1=M . |[Kg=0
_ ap =—1 polo simples com
Qls)=0 = b = —2 | multiplicidade m = 3!
8s+10 K1 C1 () c3
X == e
(s) (s+1)(s+2)3 s+1 + (s+2) + (s +2)2 + (s+2)3
8s+ 10
Ky = 1 = — =2
8s+ 10
= 2)3X = =6
cs=[ls+2PX60| =]
Logo,
8s+10 2 C1 (o) 6
X = =
&) = 66127 " 511 6512 5422 T sr2p M

Falta determinar c; e ¢y. Substituindo s =0 e s = 1 em ambos
os lados de (%), obtemos
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AL ]0_ Cq C2 6
s=0: 8—2+2—|—4+8
iy 8 2. a o 6
5T 2.27 273797
Portanto,
3 C1+C2
22 4 N 6=21+c2 .
8 _a o —8=3c1+ca cr =2
9 3 9
Assim,
A=-2 A=—2
A=—1 A=-2 n=1 n=2
Linha 5 Linha 5 Linha 7 Linha 7
I2I I2I I 2 1 I 6 1
X(s)

Tst1  st2 (5122 T st23

x(t) = (27t —2e 2" —2te ' +3t%e *M)u(t)
x(t) = [2e 7 + (3tF — 2t — 2)e 2] u(t)
s+ 17
@ X(s) = s2+4s—5
P(s) =s+17 M =1
Q(s)=s?+45s—5 N=2>1=M . |[Ky=0

aj =-5
Q(s)=s2+4s—5=0 = polos simples
a2:1
B s+17 . K4 K>y
X = G5y s=1) 545 s
s+ 17
Ki=[(s+3)X(s)]| _ = ST . =2
s+17
K = —1 = =
2=ls-1x6| =S| =3
2 3
(S)__s+5+s—1
x(t) = [—2e >t +3et|u(t)
@ X(s) = s+ 1 =
s+ 1)(s+2) (s+2) (s+2)

P(s) =1, Q(s) =s+2 ‘pc’)lo em -2, e ndo em -1, -2!‘

x(t) = e 2tu(t)
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4.3 ALGUMAS PROPRIEDADES DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Suponha que x(t) <= X(s), x1(t) <= Xi(s), x2(t) <= Xz (s).

1. Linearidade: axq(t) +bx,(t) < aXj(s) +bXs(s)

2. Deslocamento no tempo: se x(t) = f(t)u(t) <= X(s), entdo

y(t) =x(t—to) = f(t—to)u(t—to) <= Y(s) = X(s)e st, t5 > 0.
Note que y(t) = x(t —to) =0, t < to (causal), pois x(t) é causal!

3. Deslocamento na frequéncia:

x(t)esot «= X(s —sp)

4. Diferenciagdo no tempo (derivada generalizada!):

dx _
TS < sX(s) —x(07)
de 2 _ . _
pTS) < sX(s) —sx(07) —x(07)
d™x = k. (k—T1)
n n— — —
T <— s"X(s) — E S X (07)

k=1
5. Integragio no tempo:

t 1 1 0
J x(1) dt <= -X(s) + — J x(t) dt
_ s S )

Obs: Se x(t) é causal, entio

dx = s™X(s) Jt x(T) dt <— 1X(s)
dtn S

6. Diferenciagio na frequéncia:

dX(s)
ds

—tx(t) <
7. Escalonamento:
1
x(at), onde a > 0 < aX(s/a)

8. Convolugido no tempo:

x1(t) *x2(t) <= X1 (s)X2(s)
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9. Teorema do Valor Inicial: Suponha que X(s) (s)/Q(s
grau(Q(s)) = N > M = grau(P(s)). Entao,

x(07) = lm sX(s)

sER, s—oo

10. Teorema do Valor Final: Temos que x(co0) = tlim x(t) existe se e
—00

somente se sX(s) possui todos os polos no SPE (parte real negativa).

Neste caso, x(oo) pode ser diretamente calculado por

o) = fim_ X

Justificativa: Pela Tabela de Transformadas de Laplace, temos que
lim x(t) = O se e somente se todos os polos de X(s) estdo no SPE.

t—o0

Além disso, tlim x(t) = ¢ # 0 se e somente se X(s) possui um pélo
—00

simples em s = 0 e todos os outros pélos estdo no SPE.

@ x(t) = Figura 4.5

Figura 4.5: Exemplo 1.

x(t) = x1(t) +x2(t)
(1) = (t—=D[ult—1) —u(t—2)]
x2(t) =u(t—2) —u(t—4)
=(t—Dult—1)—ult—2)] +u(t—2)—u(t—4)
=t—Thut—1)—(t—Tut—2)+u(t—2)—u(t—4)

———
tu(t) com to=1 ? u(t) com  u(t) com
to =2 to =4
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(t—ut—2) = (t—2+T1u(t—2) = (t—2)u(t—2)+u(t—2)
N ~——

tu(t) com u(t) com
to =2 to =2
Logo,
x(t)=t—Tut—1)—(t—2)u(t—2) —u(t—4)
———
to=1 to=2 to=4
Portanto,
1

1 1 1 u(t) <= - Linha 2
X(s) = e ® —26*25 ——e s 51

s § s tu(t) = — Linha 3

2
36725
X —
&)= 612
x(t) =?
3
Y —
)= o+
X(s) =Y(s) e *¢ x(t) =y(t—2)
to=2
y(t) =2
3 K K polos simples

Y(s) = =1+ 2 aj =1

(s—1)(s+2) s—1 s+2 ay =2

Ky = [(s=1)Y(s)]

s=aj=1

Kz = [(s +2)Y(s)]

Si[lz:fz
A=a;j=1 A=a;=-2

Linha 5 Linha 5
Y(S) _I _] 1 B I 1 1
s —1 s+2
y(t) = [e' —e?Ju(t)
Logo,

x(t) =y(t—2) =[e" 2 —e 272yt —2)

X(s) =7
yt) = tu(t) = Y(s) = S]—Z (Linha 3)
Mas,
x(t) = eMy(t) Sog = A
Logo,
1 (Linha 5 obtida
X(s)=Y(s—A) = 5 da Linha 3 por

(s—A) deslocamento na frequéncia)
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@ x(t) = Figura 4.6
x(t) = e t(u(t) —u(t—1)) sg = —1

1 —S
yit) =ult)—u(t—1) <= —— € (deslocamento no tempo)
R s s
u(t) com
to=1
Logo,
1 e 5!

0.8

0.6 et

0.4

021

Figura 4.6: Exemplo 4.

@ x(t) = Figura 4.7 (acima)

X(s) =7
2
t

yt) = dd’;(z) =58(t)—358(t—2)4+25(t—3) < 1 —3e 2% + 2e3% = Y(s)

L to:z | L tO:3 | \L

Linha 1
+
deslocamento no tempo

Logo,

T—3e254+2e 35 =Y(s) =s2X(s) —sx(07) —x(07)

=0 =0
_2,—2s —3s
X(s) = 1—3e 2~|—2e
S
t t
x(t) ) 5 y(t)
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1
151 ! t -2t+6
1

Figura 4.7: Exemplo 5: x(t) (acima), dx(t)/dt (meio), e d?x(t)/dt? (abaixo).

he(t) = hy(t) xha(t) =7

hi(t) = etu(t) < Hi(s) = 1
STa Linha 5
ha(t) = ePtu(t) <= Ha(s) = ——
s—b
1 K K>
Hls) = This)fals) = (s—a)(s—b) (s—a) * (s—b)
Ki=[(s—aH@)|  =1/(a-b)

, = V/(b—a)=-1/(a—b)

a—Db €

2511
) Xs) =51 x(07) =7

2=N>M=1
Pelo TVI,
Calculo 1 N
1 L s(2s+1) T Zi_z
MOT) = Jim Xl = Jim Taoy © M S - 2
s — 00 s — 00 § =
1
X(s)_33+25+1
3=N>M=0
S S 1
0*) = lm - — lim > — lim - —
x(07) slen]}Q s34+ 2s+1 slen]}z s3 slenl}z s2 @
s — 00 S — 0 S — 0
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s—2
@ X(s) = s(s+1)

x(00) existe? Se afirmativo, qual o valor?

B _fls—2) s—2 ) B
Y(S)_SX(S)_;{(S—FU_S—F] poloem s = —1
Logo, pelo TVE, x(o0) existe e
Célculo 1

x(oco) = lim sX(s) = lim Y(s) = lim s=2 1 =2 —

Oo_se]R " SER  seR s+1 1

s =0 s =0 s —=0

(Sejam p(x) e q(x) polindmios reais. Relembre do Calculo 1 que

m px) = pl0) desde que q(0) #0.)

<50 q(x)  q(0)’

@ X0 = 55

x(00) existe? x(o0) =?

B _s(s—2) ) B
Y(s) = sX(s) = P ~» p6blo em s = —1 (SPE)
L o s(s—=2)  0(=2)
x(c0) = Sherr]}{ sX(s) = Shenﬁ{ 11 - 1 — @
s—0 s —0
1
@ X(s) = 1 polo em s = 1 (SPD) Cuidado!!!

x(t) = etu(t)

Temos que tlim x(t) = 0o, mas lim sX(s) = 0!
—00

4.4 SOLUCAO DE EQUAGOES DIFERENCIAIS E INTEGRO-DIFER-

ENCIAIS

Considere um sistema LCIT descrito por (N = M)

Q(D)y(t) = P(D)x(t)
com condicao inicial vo em tg = 0~ e entrada x(t) causal, onde
QMD)=DN4+a;DV""+...4an, P(D)=byDN+---+bn_1D+by

Com base na transformada de Laplace, vamos reduzir a equagdo
diferencial acima a uma equagio algébrica em s, e entdo encontrar Y(s)
através de operagoes algébricas. Desse modo, determinamos y(t),t > 0.
Para isto, necessitaremos apenas de:

221



4.4 SOLUQAO DE EQUAQOES DIFERENCIAIS E INTEGRO-DIFERENCIAIS

Linearidade: axq(t) + bx2(t) <= aXj(s)+bXy(s)

Diferenciagio no tempo:

dx _ d?x P _ o
a < SX(S) —X(O ) W S X(S) —SX(O )—X(O )
d™x . ko (k—1)
n E n— — —
dtin S X(S) —k:1 S X (0 )

‘ Exemplo de Motivacao ‘

P(D)
—_——

(D% +5D +6) =
y(t) = (D +1)x(t)

Aplicando a transformada de Laplace dos dois lados, obtemos
£[(D? +5D +6)y(t)] = £[(D + 1)x(t)] por

£[D2y(t)] +5L[Dy(t)] +6£[y(t)] = £[Dx(t)] + L£[x(t)] linearidade
Mas

x(t) = e *tu(t) < X(s) = S _:_4
B s
Dx(t) < sX(s) —X(_OO ) = sX(s) s+4
Logo,

$2Y(5) — sy(07) —G(0™) +55Y(s) —5y(0~) +6¥(s) = sX(s) - X(5) | algébric

algébrica
em s!
(s24+554+6) Y(s) — (s +5)y(07) —y(0~) = (s + 1) X(s)
Q(s) P(s)

(s2+5s+6)Y(s) = (s +5)y(07) +y(07) + (s + DX(s)
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(s+5)y(07)+y(07) s+1
Y(s) = —X
(s) s2 +5s5+6 + s2 +5s+6 (s)
=Yo(s) = Yesn(s)
para x=0
1

Yo(t) < Yo(s)
yesn(t) — Yesn(s)

para y(0~)=7(07)=0

P(s) _ Pls) , _
Q(S) Yesn(s) = Q(S)X(S) oo Yesn(s) = H(s)X(s)

Funcdo de Transferéncia do Sistema

H(s) =

Relembre que

S(t) =1 e  x(t)xx2(t) = X1 (s)Xz(s)

Portanto,

polos de H(s) = zeros de Q(s) =r.c.’s zeros de H(s) = raizes de P(s)

P(s) s+ 1 s+1

h(t),t >0 < |H(s) = Q(s) 245546 (s+2)(s+3)

€ Yesn(t) = h(t) *x(t)

Substituindo y(0~),y(0~),X(s), obtemos
(s+5)-2+1 s+1 1
Y(s) = .
(s) s24+554+6 +32—1—55+6 s+4
Yo(s) Yesn (s)
Y(s) = 2s+ 11 n s+ 1
(s +2)(s+3) (s+2)(s+3)(s+4)

ay = -2
Q(s)=(s+2)(s+3)=0 = 3 polos de Yy (s) = r.c.’s!
I equagao caracteristica I @2="

polos simples

do sistema!
by =-2
. _ polos de Yesn(s) =r.c’s
(s+2)(s+3)(s+4)=0 = |by=-3 + polo de X(s)
by =—4
polos simples
Obs:
e se x(t) = e 3tu(t), entdo X(s) = 3_7_3 e pélos de Yesn(s) = —2,—3,-3;
e sex(t) = e tu(t), entdo X(s) = 31? e pélos de Yesn(s) =—2,—3 ((s+1) em

H(s) cancelou (s + 1) em X(s))

Yols) = 2s+11 _ K " K _ 7 B 5
O T (s+2)(s+3) s+2 s+3 s+2 s+3
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s+ 1 C1 c2 C3
Y = =
esn(s) (s+2)(s+3)(s+4) s+2+s+3+s—|—4
05 2 15
s+2 s+3 s+4

L yo(t) = (7e 2t —5e73Y, t>0

(yo(t) é combinagéo linear dos m.c.’s!)

Yesn(t) = —0,5e 2t +2e 3t 154 >0

Y(t) = yo(t) + Yesn(t) = 6,5e 2t —3e 3t —1,5¢ %, t >0

4.4.1 Resposta Estado Nulo

Considere um sistema LCIT com memor

ia (ndo necessariamente de-

scrito por uma equagdo diferencial). Assuma que v(0~) = 0 (condicdo
inicial nula em ty = 07). No Capitulo 2, encontramos que

Y(t) = Yesn(t) = x(t) x h(t)

onde h(t) é a resposta impulsiva. Considere que

x(t) <= X(s)  y(t) <= Y(s)

h(t) <= H(s)

Logo, pela propriedade de convolugio no tempo da transformada de

Laplace, concluimos que

‘Y(s) = H(s)X(s) ‘ (resposta estado

nulo!)

Denominamos H(s) de fungio de transferéncia do sistema e escrevemos

com condigdo inicial vo =0em tp =0~ e
Q(D)=DN+a;DN""+---+an, P(D)

Assim,

Considere que

entrada x(t) causal, onde

=boDN+---+bn_1D+by

x(t) <= X(s) Y(t) = Yesn(t) <= Y(s) = Yegn(s)
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Pela propriedade de diferenciagio no tempo da transformada de Laplace,
temos
D*y(t) <= skY(s) D*x(t) < s*X(s)

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da equagdo
diferencial, obtemos

Considere que
h(t) < H(s)

onde h(t) é a resposta impulsiva. Para x(t) = 5(t), temos que X(s) = 1.
Portanto,

Como H(s) = P(s)/Q(s), concluimos que (P(s) e Q(s) podem ter raizes
em comum = cancelamento pélo-zero'):

{polos H(s)} C {po6los Q(s)} = {raizes caracteristicas}

E, como

concluimos que (pode haver um cancelamento entre um zero de H(s) e

um pdlo de X(s), ou um cancelamento entre um pélo de H(s) e um zero
de X(s)h:

{polos Y(s)} C {p6los Q(s) + podlos X(s)}
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Seja g(t) a resposta estado nulo para x(t) = u(t) (degrau

unitario). Como

concluimos que:

g(t) <= G(s) = H(s)X(s) = H(s)-|  |h(t) <= H(s) = sG(s)]

De acordo com as propriedades de integragdo e diferencia¢do no tempo
da Transformada de Laplace, resgatamos que g(t) = | t h(t)dt e
h(t) = dg(t)/dt (veja a Secdo 2.6).

[e¢]

4.4.2  Resposta Total

Considere um sistema LCIT descrito por (N = M)

com condicdo inicial vo em typ = 0~ e entrada x(t) causal, onde

Q(D) :DN"FCHDNi1 +---+an, P(D) :bODN+"'+bN71D—|—bN

Assim,
x(07)=x(0")=---=xN"1D(")=0

Pela propriedade de diferenciagio no tempo da transformada de Laplace,
temos

D*y(t) < skY(s) — Z s“*jy(j*”(of) D*x(t) < s*X(s)
j=1

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da equagao
diferencial, obtemos

onde os coeficientes do polindmio R(s) dependem do estado inicial v
(mas, se vo = 0, entdo R(s) = 0!). Portanto,
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_ R(s) | P(s) _ R(s)
Vs = 50 T M T gy THEXE)
~—~— Yesn(s)
Yo(s)
onde

h(t) <= H(s) =P(s)/Q(s) (resposta impulsiva)
Yo(t) <= Yo(s) =R(s)/Q(s) (resposta entrada nula)
Yesn(t) = h(t) *x(t) <= Yesn(s) = H(s)X(s) (resposta estado nulo)

)
yt) =2, t>0
y(t) <= Y(s)
y(t) < sY(s) —y(07) =sY(s) -2
x(t) =u(t) <= X(s) = %

sY(s)—242Y(s) =X(s) =1/s
(s+2)¥(s) = 24 + = 251
s s

ZS+] K] KZ 1/5 015
Y = = —
(s) (s+2)s s+2+ S s+2Jr S

yt)=1,5¢2t+0,5, t >0

y(oo) = lim y(t) =0,5
t—o0

2541 IVE
sY(s) = (polo em -2 (SPE)) .. |y(oco) = lim sY(s) =0,5
s+2 s—0

(2) (0 +2y(t) = X(1)

y(07) =2
x(t) =u(t) < X(s) = %
sY(s) —y(07) +2Y(s) = sX(s) = Z —1

(dx(t)/dt <= sX(s) =1 < 5(1)
(s+2)Y(s)=2+1

3
Yis) = s+2
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o)

y(t) =3e 2, t>0

Note que y(t) # yo(t) = 2e 2. Isto mostra que nio se pode
tomar x(t) =0 no lado direito da equagdo diferencial, apesar de
que x(t) = u(t). Além disso,

g1 1
s+28 s+2

Yesn(s) = H(S)X(S) =

ou seja, o zero em s = 0 de H(s) cancelou o pélo em s = 0 de X(s).

Portanto, Yesn (t) = e 2tu(t), e ndo Yesn(t) = Kre 2tu(t) +
Kou(t) com K # 0. Assim, tudo se passa como se tal cancelamento
anulasse a influéncia da entrada x(t) no sistema! De fato, yesn (t)
ficou determinada somente pelo pdlo em s = —2 de H(s)!

)+ 4y (t) + 3y(t) = 2x(t) +x(t)

y(t
y(07) =1
y(0)=2

Q(D)=D?+4D+3
P(D) =2D +1

S

s2Y(s) —sy(07) —y(07) +4sY(s) —4y(07) +3Y(s) = 2sX(s) + X(s)

1
(s2+4s+3)Y(s) =s+6+(2s+1)- S

Y(s) = s+6 n 2s+1 1
5244543 s24+4s+3 s
—Yo(s) =Yesn(s)=H(s)X(s) =g X(s)
s+6 2s+1
Y§)=|—————| + —_——
(s) (s+1)(s+3) (s+1)(s+3)s

s(s+6)+2s+1  s*+8s+1
s(s+1)(s+3)  s(s+1)(s+3)
Ki Ko Ky 1/3 3 7/3

Y(s) = — - = _
(s) S s+1 s+3 S s+1 s+3
1 7 3¢
. — >
y(t) =3 +3e 3¢ t=0
y(oo) = lim y(t) =1/3
—00
s2+8s+1 . ) —
sY(s) = GiNG13) (polos no SPE) .. |y(oo) = g% sY(s) =1/3

@ {457+ 6y =x+x

y(07) =y(07) =0
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¢ 3
x(t) = 3e2tu(t) <= X(s) = o
U(t) :Uesn(t) =7
Q(D) =D?+5D+6 Q(s) =s?24+554+6=(s+2)(s+3) = polos sdo —2,—3
P(D)=D+1 P(s)=s+1
M:H(s):P(S): s+1 _ s+1
X(s) Q(s) s2+4+5s+6 (s+2)(s+3)

func¢do de transferéncia

_ _ 3(s+1) K K2 K3
Vs) =His)X(s) = (s+2)(s+3)(s+5) “s+r2 513 555
—1 3 2

:s+2+s—i—3_s+5

Y(t) = Yesn(t) = [— e 2t 43e 3t - 2675t]u(t)

@ H(s) =? (funcdo de transferéncia) — para vo = 0!!!

a) Atrasador Ideal:
y(t) =x(t—T),onde T >0 (sistema LCIT)

Y(s) = X(s)e™sT (propriedade do deslocamento no tempo)
Y(s) T
m = H(S) =€

b) Diferenciador Ideal:
dx
(t) = I x(t) causal
Y(s) = sX(s)
| I—
:Yesn(s)

Y(s)
X(s) (s)=s

¢) Integrador Ideal:
t
y(t) =x(t) ou y(t) :J x(1)dt, «x(t) causal

to=0

sY(s) = X(s)
1
propriedade de

derivacdo no tempo

ou

Y(s) = %X(s)

propriedade de
integragdo no tempo
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4.4.3 Fungoes de Transferéncia x Equacdes Diferenciais

Sabemos que um sistema LCIT descrito por uma equacao diferencial
determina uma fungdo de transferéncia Y(s)/X(s) = H(s). E possivel
também fazermos o caminho contrdrio: dado um sistema LCIT com
funcdo de transferéncia H(s) = P(s)/Q(s), podemos encontrar uma
equagdo diferencial cuja fungdo de transferéncia é H(s).

Para isto, considere um sistema LCIT com H(s) da forma

_ P(s)
Qs

onde ndo hd cancelamentos pélo-zero, ou seja, P(s) e Q(s) ndo possuem
raizes em comum. Suponha também esta forma de H(s) ndo é resul-
tante de cancelamentos anteriores entre pélos e zeros (isto significa que o
sistema é controldvel e observduvel).

Fazendo

uma equagdo diferencial cuja funcdo de transferéncia é de fato

é
H(s) = P(s)/Q(s).

s+5
H =
(s) s2+4s+3
Y(s) s+5
7:]—1 = —
X(s) (s) s2+4s+3

(s2+4s4+3)Y(s) = (s +5)X(s)
(D% +4D +3)y(t) = (D +5)x(t)

y(t) +4y(t) +3y(t) = x(t) + 5x(t)

4.5 ESTABILIDADE

Considere um sistema LCIT com memdria causal (ndo necessariamente
descrito por uma equagdo diferencial) com fungao de transferéncia
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onde Q(s) e P(s) ndo possuem raizes em comum. Assuma que v(—oo) =
0 em ty = —oo. Relembre que dizemos que o sistema é BIBO estduvel
quando toda entrada x(t) limitada resultar em y(t) = Yesn (t) limitada.
Caso contrdrio, o sistema é BIBO instduvel.

Propriedade 1: Suponha que grau(Q)=N > grau(P)=M. Entéo:

O sistema é BIBO estdvel < todos os polos de H(s) estdo no SPE (parte real < 0)

Propriedade 2: Se grau(Q)=N < grau(P)=M, entdo o sistema é BIBO
instdvel.

Justificativa: Quando grau(Q)=N < grau(P)=M, sempre poderemos
escrever
P(s) P’(s)
H(s) = =7Z(s)+

B=Q6 = o
onde grau(Z)=M — N e grau(P’(s)) < grau(Q’)=grau(Q)=N. Assim,
Z(s) (dominio da frequéncia) corresponderd a diferenciadores (no
tempo)!

Considere
s3+4s2 +4s+5 s2+2s+5
H(s) = =s+ ="
s24+3s+2 s2+4+3s+2
Logo,
s2+2s+5
f— H j— -
Y(s) (s)X(s) = sX(s) +sz+33—|—2X(S)

—x(t)

Portanto, tal sistema é BIBO instdvel pois, conforme vimos no Capitulo
2, o diferenciador ideal é BIBO instdvel!

Agora, considere um sistema LCIT descrito por uma equacao difer-
encial da forma

com condigdo inicial vop em ty = 0, onde Q(A) e P(A) ndo possuem
raizes em comum (ou seja, o sistema é controldvel e observivel).
Suponha que vo = 0. Assim, yo(t) =0e

P(s)
Q(s)
Relembre que o sistema é BIBO estdvel quando toda entrada x(t) limi-

tada resultar em y(t) = Yesn(t) limitada. Caso contrério, o sistema é
BIBO instdvel.

Y(s) = H(s)X(s) = X(s) (resposta estado nulo!)
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BIBO estabilidade refere-se a estabilidade externa (vo = 0 e x # 0)
do sistema.

Sabemos que
vo=0ex=0=Y =Yoo =Yesn =0

No entanto, o que acontece com y = yo quando x = 0 mas vy # 0?
Relembre que este é o conceito de estabilidade interna (ou assintética) do
sistema.

Como estamos assumindo que em

P(s)
Q(s)

ndo hé cancelamentos pélo-zero, temos que

H(s) =

{polos H(s)} = {zeros Q(s)} = {raizes caracteristicas}

Desse modo, a partir dos resultados do Capitulo 2, obtemos os
seguintes critérios:

1. Assintoticamente estdvel se e somente se todos os pélos de H(s) estdo
no SPE, ou seja, possuem parte real negativa.

Relembre que isto significa que, dada qualquer condicao inicial
vo # 0, tem-se que tlim y(t) = tlim yo(t) =0.
—00 —00

2. Assintoticamente instdvel se e somente se houver ao menos um pélo
de H(s) no SPD (i.e. com parte real positiva) e/ou pdlos com
multiplicidade em cima do eixo imagindrio.

Relembre que isto significa que, qualquer condigdo inicial vy # 0,
tem-se que y(t) =yo(t) é ilimitada!

3. Marginalmente estdvel se e somente se nio hd pélos de H(s) no SPD,
mas existem pélos simples (sem multiplicidade) em cima do eixo
imagindrio.

Relembre que isto significa que, para termos y(t) =yo(t), t € R,
limitada e arbitrariamente proxima de zero, basta que v # 0 seja
suficientemente proxima de zero.

A posicao dos zeros de H(s) no plano complexo ndo influenciam
na estabilidade assintética!

4.5.1  Relagdo entre Estabilidade BIBO e Assintética

Para um sistema descrito por uma equagio diferencial, relembramos do
Capitulo 2 que:
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Propriedades:
1. Assintoticamente estdvel = BIBO estéavel

2. Assintoticamente instavel ou marginalmente estdvel = BIBO
instavel

Logo (somente para equagoes diferenciais sem cancelamentos p6lo-zero!):

‘Assint. estdvel <= BIBO estavel <= todos os p6los de H(s) no SPE‘

S
O Hs) = i+

Assintoticamente estével e BIBO estavel (veja a Figura 4.8).

I I I I I L )
=3 -25 -2 -15 -1 -05 0 05

Figura 4.8: Exemplo 1.

2
@ His) = sj—3

2=M>N=1 . BIBO instivel.

s+1
@ H(S):SZ—S+]

3
s2—s+1=0 = sO,Sij\Zf
Assintoticamente instdvel e BIBO instével (veja a Figura 4.9).

10

@ His) = s(s+4)

Marginalmente estavel e BIBO instavel (veja a Figura 4.10).

10

(&) MO = 53

Assintoticamente instdvel e BIBO instével (veja a Figura 4.11).
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SPD

e

051

~0sl

1
sk
-2

05

Figura 4.9: Exemplo 3.

_|_........

Multiplicidade 1
.+..--..--..--...

2

151
1

051
0

~0sl
1

sk
-2

Figura 4.10: Exemplo 4.

2
151
1
05

e Multiplicidade 2

~0sl
-1

sk
-2

-5

Figura 4.11: Exemplo 5.
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4.5.2 O Fendomeno de Ressondncia (Lathi Secdo 2.7-7)

Considere um sistema LCIT com funcdo de transferéncia

_ P(s)
1 =6
Assim,
Y(s) = H(s)X(s) = g((ss))X(s) (resposta estado nulo!)

Quando os pdlos da entrada X(s) estdo “longe” dos pélos de H(s), a
resposta y(t) do sistema tende a ser “fraca”. E, quando a entrada X(s)
possui um pélo “préximo” de algum dos pdlos de H(s), a resposta
y(t) tende a ser “forte’, podendo inclusive se tornar ilimitada quando
os po6los sdo imagindrios e coincidem! Isto é o que denominamos de
ressondncia.

A ponte Tacoma Narrows é considerada um exemplo cléssico

de ressonancia, inclusive em livros de fisica. No entanto, Robert H.

Scanlan, um dos precussores de Aerodindmica de Pontes, propds num
artigo cientifico de 1991 que a causa do colapso da ponte nao foi a
ressonancia (busque por Resonance em http://en.wikipedia.org).

C (s+2)(s+2+A)

e A>0 .. péloX(s)# poloH(s)

_ K K2 _

y(t)_s+2+s+2—|—A_

e A=0 .. péloX(s) = p6loH(s) = ressonancia!
1

(Kye 2t + Kae  (2FAy(t)

Y(s) =
(s) (s+2)2 > polos repetidos!
K1 K2 —2t —2t
(s) S+2+(s+2)2 ( 1€ + Kyte )u(t)

1
H(s) = 5——F——
@ (S) SZ—I—O,ZS-F] — polossdo s & —0,1+j1
x(t) = cos(wot)u(t)

X(s) = > (veja a Figura 4.12)

s2 + w(z) — polos sdo s = Hjwy
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Temos que y(t) se torna mais forte a medida que wy se aproxima
de 1 (parte imagindria do pdlo de H(s)) = ressonancia! Mas
y(t) é sempre limitada, pois H(s) é BIBO estavel! Saberemos
explicar tal comportamento quando estudarmos “Resposta em

Frequéncia”.

-

15 1
: + |

05 1 +m0

0.5 1 -i—(»)o
: +

151

Figura 4.12: Ressonancia no Exemplo 2.

1
@ His) = o s . . ) o
s+ 1 polos sdo s = +j (marginalmente estdvel e BIBO instavel)
x(t) = cos(wot)u(t) (limitada!)

s
X(s) = =
(s) s+ w?

1 S

Y(s) = H(s)X(s) = 241 §24 w2
0

* wo#1 . péloX(s)# poloH(s)
K1 K3 K, K3
Y(s) = —~ + -+ : :
= e TG T Erwe) T 5ojwo)
Tabela

236

T
y(t) = [c1 cos(t+071)+ca cos(wot+02)]u(t) ~ saida limitada!

* wo=1 .. poloX(s) = péloH(s) = ressonancia!

Y(s) = H(s)X(s) = ﬁ

Tabela

2
y(t) =cycos(t+07)u(t)+cotcos(t+62)u(t) ~ saida ilimitada!
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(s) 1 1
S| = _=
@ s2+s s(s+1) - polos sdo s = 0, s = —1 (marginalmente estdvel e BIBO instével)

x(t) = cos(wopt)u(t) (limitada!)

wo =0
wo =0 = x(t) =u(t)!

s
X(s) = ———
(s) s 4+ w?

s

YIs) =HEXE) = o v ad)

* wo#0 .. polosX(s) # polosH(s)
K, Ko K3 K3

Yis) = s s+1+(s+jwo)+(s—jwo)

y(t) = [K1 +Koe t + Kz cos(wot + 6)]u(t) ~> limitada!

e wo=0 .. x(t) =u(t) = ressonancia!
1
X(s) = -
s
1 Ky K K3

Ys) = 5 = L 02
(s) s2(s+1) s +sz+(s—i—1)
y(t) = Kqu(t) + Kotu(t) + Kse tu(t) ~ ilimitada!

(tu(t) é a integral da entrada x(t) = u(t))

4.6 ANALISE DE CIRCUITOS ELETRICOS: O CIRCUITO TRANS-
FORMADO

Veremos agora como analisar facilmente um circuito elétrico com
condigdes iniciais nulas através da transformada de Laplace. Relembre
que

. .oy ~dve(t) _ o dic(t)
VR(t) = Rig(t), ic(t)=C i ve(t) =L m
Como vc(07) =0eic(07) =0, obtemos que
1
Vr(s) = R Ir(s), Vel(s) = Cs Ic(s), Vi(s) = Ls Ir(s)
Zr(s) ~ Zyi(s)
Zc(s)

Nestes 3 casos, podemos escrever
V(s) = Z(s)I(s) (generalizagdo da Lei de Ohm)

e denominamos Z(s) de impeddncia. Assim,

Z(s) =R (resistor), Z(s)= é (capacitor), Z(s) = Ls (indutor)
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Note que, se considerarmos que V(s) é a saida e que I(s) é a entrada,
entdo impedancia Z(s) é a fungdo de transferéncia, pois V(s)/I(s) = Z(s).

A manipulacdo de impedancias é idéntica a manipulacdo de resis-
tores:

* Se Z1(s) e Z3(s) sdo conectadas em série, entdo a impedancia
equivalente é:

Zeq(s) = Z1(s) + Z2(s)

* Se Z1(s) e Z,(s) sdo conectadas em paralelo, entdo a impedancia
equivalente é:

 Zi(9)2a(s)
Zeals) = 7 5+ 22(s)

A consequéncia dos resultados acima é que podemos facilmente simu-
lar um circuito elétrico no Matlab com base em fungdes de transferén-
cia!

30 1H
L

R
V(1) = 10u() :5 — - YF
i(1)

Figura 4.13: Circuito elétrico.

LKT: —v(t) +vr(t) +vr(t) +vc(t) =0
VL(s) + Vr(s) + Vc(s) = V(s)
Zi (s)I(s) + Zr(s)I(s) + Zc(s)I(s) = V(s)

V(s) = (Zi(s) + Zr(s) + Zc(s) ) I(s)

Zeq(s) série

ou
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RLC em série: Zeq(s) = Zr(s) + Zr(s) + Zc(s)
V(s) = Zeq(s)I(s)

V(s) = (Zi(s) + Zr(s) + Zc(s))1(s)

Logo,
V(s) 1
I(s) = = -V d =
(f) Zeq(S) Zeq(S) (S) — entrada x(t) = 10u(t)
saida =H(s)
y(t)

Zeq(s) = Zi(s) + Zgr(s) + Zc(s)

1 LCs? +RCs +1
Z =[Ls+R+— =
eq(s) s+ R+ Cs Cs
Zools) = 0,5s>+1,55+1 |s?43s+2
ey 0,5s - S
Funcao de
I(S) —H (S) _ 1 _ S Transferéncia
(s) Zeg(s) |s?+3s+2 asefﬁzﬁgfa no
S S 10
(s) s24+3s+2 (s) s24+3s+2 s
10 10 10 10
I(s) =

i(t) =10(e t —e?YHu(t)

4.7 DIAGRAMA DE BLOCOS

T 243542 (st1)(s+2) s+1 s+t2

Suponha que o sistema S; tem fungdo de transferéncia Hj(s) e que o
sistema S, tem fungdo de transferéncia H;(s). Entéo:

* Conexdo em paralelo: o sistema S, tem fungdo de transferéncia
Y(s)/X(s) = Hp(s) = Hi(s) + Hz(s)

e Conexdo em cascata (ou série): o sistema S, tem funcao de trans-
feréncia Y(s)/X(s) = Hc(s) = Hi(s)Ha(s) = Ha(s)H (s). Assim,
em termos da fungdo de transferéncia Hc(s), tanto faz ligarmos
Sz ap6s S1 ou S apds S,. No entanto, relembre que fisicamente
a ordem importa!

* Conexao em realimentagio (feedback): temos que
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Nigi U Fit S Fi
——— |-|'|I|| |||'_||.| |||'||.||||'_J|.I ]

=] (L4 _,._l
e Hx avlr It
—— £ ——i = T+ dlil ——
" vy (c) - I
Ard L L] X dvit i
L e T R
- i+ .i'l“‘ﬂll

Figura 4.14: Conexdes elementares de blocos e seus equivalentes.

Logo,
G(s)X(s) =Y(s)+ G(s)H(s)Y(s) = Y(s)[1 + G(s)H(s)]

Portanto, a fungdo de transferéncia do sistema realimentado é

. G(s)
14+ G(s)H(s)

Quando H(s) =1, dizemos que a realimentagdo é unitdria. Neste
caso,

P(s)
YIs) o Gl QE)_Pls)
X(s) 14+ G(s) 14 P(s) P(s)+ Q(s)
Q(s)

onde G(s) = P(s)/Q(s), P(s) é o polindbmio que determina os
zeros de G(s), Q(s) é o polindmio que determina os pdlos de
G(s), e grau(P(s)) < grau(Q(s)). Desse modo (somente para
realimentacdo unitaria!):

1. F(s) e G(s) possuem a mesma ordem e 0s mesmos zeros!

2. Os polos de F(s) sdo dados por P(s) + Q(s) = 0, ou seja,
sdo influenciados pelos zeros e pé6los de G(s)!

240



48 UTILIZAQAO DE AMPLIFICADORES OPERACIONAIS PARA A REALIZA(;AO DE SISTEMAS

Considere que G(s) = s i 5] e H(s) = 1 (realimentacdo unitéria).
Logo,
2
G(s) s+5
F = =
8= 1360 L2
+
s+5

Agora, multiplicando o numerador e o denominador por s + 5, obte-
mos que:

2
F(s) = MMZ _ 27
(s+5)+LSzk5’TM St

Conforme o esperado, temos que F(s) é de primeira ordem (= ordem
de G(s)) e, assim como G(s), ndo possui zeros. Note, ainda, que G(s)
possui um pélo em s = —5, mas o pélo de F(s) estd em s = —7!

4.8 UTILIZAGAO DE AMPLIFICADORES OPERACIONAIS PARA
A REALIZACAO DE SISTEMAS

Realizar (ou implementar) uma funcdo de transferéncia H(s) é construir
um sistema fisico cuja fungdo de transferéncia é H(s).
A implementagdo de

_ Zy(s)

s =70

através de um circuito eletrénico utilizando amplificadores operacionais
(amp-ops) é ilustrada abaixo:

Lelr)

¥ ¥ 1
Xz
¥isy

Figura 4.15: Implementacdo de Y(s)/X(s) = H(s) com amp-os, onde Z¢(s) e
Z(s) sdo impedancias.

L
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* Multiplicador escalar: H(s) = _%
11
* Intregrador: H(s) = —RCs
1

L L

+
| i=5h
v

Figura 4.16: (a) Multiplicador escalar (b) Integrador.

T
* Somador com ponderacdo: Y(s) = Z kiX;i(s)
k=1

—
A Fplan
e
. 0 Wb er—1l
X
I & b —e o
. '1 ...m.r.nl I el
KAl ~ o
] | E Fui= ZELin 7
i [
Figura 4.17: Somador com ponderacdo, onde k; = —R¢/R;.

Aplicagoes:
* Implementacdo de um controlador com realimentacéo.

¢ Simulagao analégica de sistemas elétricos, mecanicos, quimicos,
etc (na época em que ndo haviam computadores digitais).
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4.9 RESPOSTA EM REGIME PERMANENTE PARA ENTRADAS SENOIDAIS CAUSAIS

4.9 RESPOSTA EM REGIME PERMANENTE PARA ENTRADAS
SENOIDAIS CAUSAIS

Considere a seguinte funcdo de transferéncia

P(s) P(s)
Qs)  (s—=A1)...(s—An)

Suponha que grau(P(s)) < grau(Q(s)), P(s) e Q(s) ndo possuem raizes
em comum, e que H(s) é BIBO estdvel, ou seja, os n pélos A1, ..., An
estdo no SPE (parte real negativa!).

Primeiramente, vamos analisar a resposta y(t) (= Yesn(t)), t >0,
para a entrada

x(t) = e Ctu(t) (exponencial complexa)

Por simplicidade, assumiremos que todos os p6los sdo simples e reais.
Temos que

1
X(s) = -
s—jw

Y(s) = H(s)X(s) =

Ps) . P(s)
Q) T oA = A5 =)

Expandindo Y(s) em frag¢des parciais, obtemos

B ki P(s)
Vi) =2 s A Q(s)

1 =k
— L H(;
. s—jw 23—7\14_ (]w)s—jw

i=1 s=jw

Logo,

n
y(t) =) kM +H{jw)e, t>0
i—1 —
——— Uss(t)
ytr(t)

onde Yy (t) é a componente de regime transitério e yss(t) é a compo-
nente de regime permanente (steady state) de y(t).
Como H(s) é BIBO estével, concluimos que

lim y¢r(t) =0

t—o0

Portanto,

x(t) =dCtu(t) = lim y(t) = yss(t) = H(jw)e V" (%)

t—o0

Rigorosamente, deverfamos escrever lim [y(t) — H(jw)ejwt] = 0.

t—o0
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Agora, considere a entrada senoidal causal
x(t) = A cos(wt + 0)u(t) = ARe[el® I U u(t)

onde A > 0 é a amplitude, w > 0 é a frequéncia angular (em rad/s), e
0 é a fase (em rad).
Como

Rels] = (s +s*)/2,  H(jw) =|H({w)le/“"0®) (forma polar)
obtemos de (x) e por linearidade que

lim y(t) = yss(t) = ARe[H(jw)el eI ] = A Re[|H(jw)|el (O+<HIw)) giwt)

t—o0

def. de fase
. i’ RN
=|A/H{w)|cos(wt+ 0+ ZH(jw)) (%x)
~— |
amplitude fase (em rad)

Assim, vemos que a saida em regime permanente é senoidal e com a
mesma frequéncia w de x(t). Entretanto, a amplitude é A|[H(jw)|, e a fase
é0+ ZH(jw).

Note que, para w > 0, podemos rescrever (xx) como

lim y(t) = yss(t) = A|[H(jw)|cos(wt + 0 + ZH(jw))

t—o0

= A/H(jw)|cos(w[t+ ZH(w)/w] + 0)

ou seja,

t—o0

lim y(t) = yss(t) = H{jw)x(t + ZH(jw)/w)
| S

atraso (em s)

onde ZH(jw) é dado em rad.
E, como para w = 0 =0, temos

x(t) = Au(t) < X(s) = %

concluimos pelo TVF que

y(oo) = lim y(t) = AH(0)

t—o0

Denominamos H(0) de ganho estitico ou ganho CC (valido apenas
apenas para H(s) BIBO estéavel!).
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Relembre que

Y(t) = Yesn(t) = Yur (1) +Yss(t) (resposta estado nulo!)  lim yi(t) =0

A componente de regime transitorio Y- (t) estd sempre presente, apesar de
poder ter uma dinamica bem rdpida em certos casos.

Para um sistema LCIT descrito por uma equacgdo diferencial
sem cancelamentos pélo-zero em H(s), relembre que: BIBO estavel <
Assintoticamente Estével < lim¢_,o, yo(t) = 0. Logo:

Y(t) =yo(t) +Yesn(t) =yo(t) +yir(t) +yss(t) | (resposta total!)
—_—

=Yesn (t)

lim yo(t) = lim yer(t) =0

t—o0

lim y(t) = yss(t) = AH(jw)l cos(wt + 6 + ZH(jw))

Exemplos

— BIBO estével

®I
I
o

s+ 1

x(t) = cos(wt)u(t) (A=1,0=0)< X(s) S

T s+ w?
s

(s+1)(s2 + w?)

K K K%

= L+ =2 422

s+1  s—jw  s+jw

——

Y(s) = Yesn(s) = H(s)X(s) =

=Yr (s) =Yss(s)

Yir(t) =Ky e tu(t) (regime transitério!)
Uss(t) =?
e w=0(x(t) =u(t))

ganho estatico
—

Yss(t) =TH(0) =1
Verificagdo pelo TVEF:

. . 1 1
Yss(t) = Yoo = sll_I}})SH(S)X(S) = gl_fgﬁﬁ; =H(0) =1
—(s)

Matlab: Stop time = 10
Observe a influéncia de yi,(t) na simulagao!
Note que lim y,(t) =0!

t—o00

Cuidado: ndo temos que y(t) =yss(t) =Yoo =1, t € R!
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e w=20,01
; — — ; jZH(jw)
H(jw) ot H(jw)le
1 .
~ _ —1.0-70,001
H(j0,01) 0,01+ 1 1-e
Yss(t) = cos(0,01t —0,001) = cos (0,01(t—0,1))

=x(t—0,1)
1
atraso em segundos!

Matlab: Stop time = 5000, Max Step Size = 0.001
Observe a influéncia de y¢,(t) na simulagao!
Note que lim y,(t) =0!

t—o00

Cuidado: ndo temos que y(t) = yss(t) = cos(0,01t—0,001)

para todo t!
e L= 1
1T V2
HGT) = = Y2 emim/a
=57 =7¢
2
Yss(t) = £Cos(’c—7r/4) =0,7071x(t—0,791)
2 | — 1
—=45° atraso em segundos!
Stop time = 50
e w=100
H(j1 = =0,01e 7156
0100) = 70047 =0T
Yss(t) = 0,01 cos(100t — 1,56) = 0,01 cos (100(t —0,0156))
| —

~90°
=0,01x(t—0,0156)
(IR
atraso em segundos!

Stop time = 0,5

¢ [lustragdo de Filtragem no Matlab:

sinal ruido

x(t) = cos(0,01t) + 0, 05 cos(20t)

I(s) S
—_— H —— 4
( : ) Vi) (s) 213502 — BIBO estével

(fungdo de transferéncia do circuito RLC série de um exemplo
anterior)

v(t) = 2cos(wt)

e w=0

ganho estatico
—

i = 1ss(t) =2H(0) = 0 (ou pelo TVE)
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[ ] w = 5

B R
(G5)2 +3j5 + 2
v(t) = 2cos (5t))

igs(t) = 0,36cos(5t —0,99) = 0,36cos (5(t —7/20 — 0, 2))
| —
~56,7°
=0,36v(t—0,2)
| I—

iss(t) estd atrasada
de 0, 2s em relacéo
av(t)!

H(j5) = =0,18¢ 7097

Vejam as simula¢des no Matlab do arquivo CircuitoRLC.mdl.

I(s) B S ]
V(s) His) = $2+3s+2  Zegls)
I(s) =H(s)V(s) = ] V(s) v(t) = A cos(wt+0)
Zeg(s)
1 1
H(]CU) - Zeq(jw) - )LUL‘FRJr)w%

t—o0
. 1 1
lss(t) = A’Z(](U) COS (wt+e+lm>
eq eq
defasagem de fase!
1
1 2740
(e )
Zeg(jw)

atraso no tempo!

4.10 FILTROS

Um filtro é um sistema LCIT cuja fungdo de transferéncia H(s) é BIBO
estavel (todos os p6los no SPE).

Relembre que todo sistema fisico real deve ser causal. Sistemas nao-
causais ndo podem ser realizados (implementados) na prética. Relem-
bre também que um sistema LCIT é causal se e somente se h(t) é causal.

A resposta impulsiva dos filtros ideais é ndo-causal. Portanto, filtros
ideais ndo podem ser realizados na pratica!

O objetivo da engenharia é construir filtros praticos que possuem
um desempenho préximo ao do ideal.

247



4.10 FILTROS

Filtros Ideais x Filtros Prdticos

FBP

151

BP

~ Ideal

[HGo)|
T

. Pratico BF

Figura 4.18: Filtro Passa-Baixas (FPB), onde BP=Banda Passante e BF=Banda
Filtrada.

FPF

151

~ Ideal

[HGo)|
T

05 BF BF

. Prético

Figura 4.19: Filtro Passa-Faixa (FPF), onde BP=Banda Passante e BF=Banda
Filtrada.



4.11 DIFERENCIADOR IDEAL E AMPLIFICA(;AO DE RUIDOS

FPA
16—

121 BP

0.8~

0.6

BF

04l

021

[HGo)

Figura 4.20: Filtro Passa-Altas (FPA), onde BP=Banda Passante e BF=Banda
Filtrada.

* Projeto e Implementagio de Filtros Priticos = Sinais 11

4.11 DIFERENCIADOR IDEAL E AMPLIFICA(;AO DE RUIDOS

Considere o sistema diferenciador ideal

O diferenciador ideal ndo deve ser utilizado na préatica por amplificar
ruidos de alta frequéncia. Por exemplo,

r(t) = Asen(wt) — y(t) = 7(t) = wA cos(wt)

ou seja, tal sistema amplifica a amplitude A do ruido r(t) pelo fator w.

Logo, quando w > 0 é grande (alta frequéncia), temos que a amplitude
da saida também serd grande.

Exemplo no Matlab:

x(t) = s(t)+7(t) = t+0.01sen(1000t) —» y(t) = x(t) = 1+ 10cos(1000t)

onde s(t) =t é o sinal a ser derivado e r(t) = 0.01sen(1000t) é um
ruido de alta frequéncia.

Conclusdo: fungdes de transferéncia H(s) = P(s)/Q(s) com M > N nao
devem ser implementadas na pratica!
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4.12 RESPOSTA DE SISTEMAS DE PRIMEIRA E DE SEGUNDA
ORDEM

Considere um sistema LCIT com funcdo de transferéncia

onde x(t) é a entrada do sistema e y(t) é a saida. Suponha que N =

grau(Q(s)) > grau(P(s)) = M e que nao ha cancelamentos pélo-zero.

Denominamos N de ordem do sistema.

4.12.1 Resposta de Sistemas de Primeira Ordem

Temos que toda fungdo de transferéncia G(s) de primeira ordem sem
zero pode ser escrita como

K ~
(s) = P (forma padrao)
De fato,
=K
A~
B B/x
(s) = s+o ]
— s+1
o
—~—

Suponha que G(s) = K/(ts+ 1) é (BIBO) estavel, ou seja, T > 0.
Considere uma entrada x(t) = A do tipo degrau de magnitude A.

Temos que a saida correspondente é

__K A
C1s+1s

y(t) = AK(1 —exp /7)< Y(s) = G(s)X(s)

Note que K = G(0) é o ganho estdtico. Denominamos T de constante de
tempo. Logo,

y(oo) = lim y(t) = AG(0) = AK.

t—o00

O instante de tempo para se atingir 95% de y(oo) é denominado de
tempo de acomodagio de 5% (ts(5%)), e é calculado por

0.95y(00) = y(ts(5%)) = KA(1 — e B0B%)/T) = t(5%) =3t
O instante de tempo para se atingir 63% de y(oo) é calculado por

0.63y(c0) = y(t(63%)) = KA(1 —e t(63%)/T) = {(63%) =
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tiseo)

Figura 4.21: Resposta de um sistema de primeira ordem (estavel e sem zero)
ao degrau. Nio hd oscilagdo nem sobressinal!

t5(5%) e t(63%) independem da amplitude A da entrada do tipo
degrau! E quanto menor T, menor ts(5%) e t(63%)!
Portanto,

_ y(oo) _ t5(5%)
K—iA , T= 3

= 1(63%)

4.12.2  Resposta de Sistemas de Sequnda Ordem

Toda funcdo de transferéncia G(s) de segunda ordem sem zeros e com
polos ndo-nulos pode ser escrita como

2
G(s) Kwz,

TS24 28Wns + w3’

onde wy, > 0. Os polos de G(s) sdo

P12 =—&wn £ wnVEr—1

Note que K = G(0) é o ganho estdtico quando G(s) é (BIBO) estavel.

Denominamos & de coeficiente de amortecimento e wy, de frequéncia
natural. Temos as seguintes situagdes:

1. Sistema ndo-amortecido (& = 0): os p6los sdo complexos com p1,2 =
+jwn, e a resposta em regime permanente a uma entrada do tipo
degrau é senoidal com frequéncia wq,.

2. Sistema sub-amortecido (0 < & < 1): os p6los sdo complexos com

P12 = —&wn £jwny/1— &2, e a resposta ao degrau apresenta
oscilagdo e sobressinal.

3. Sistema criticamente amortecido (& = 1): os p6los sdo reais e iguais
com pj 2 = —&wn, e a resposta ao degrau ndo apresenta oscilagio
nem sobressinal, e hd um ponto de inflexdo.
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4. Sistema super-amortecido (§ > 1): os pOlos sdo reais, negativos
e diferentes, e a resposta ao degrau ndo apresenta oscilagdo nem
sobressinal, e hd um ponto de inflexdo.

5. Sistema (BIBO) instdvel (& < 0): os p6los possuem parte real
positiva (SPD).

4.12.3 Resposta de Sistemas de Sequnda Ordem Sub-Amortecidos

Suponha que G(s) = Kw?Z /(5% + 2Ewns + w3) é (BIBO) estavel com
0 < & < 1 (sub-amortecido). Considere uma entrada x(t) = A do tipo
degrau de magnitude A. Temos que

—Ewn
y(t) =KA [1— \e/%sen(&a@t—kcos_] (&)
2
& Y(s) = G[s)X(s) Kwy A

T 24 28wns + w2 s
Assim,
y(oo) = AG(0) = AK

A resposta y(t) apresenta sobressinal e oscilagdes. A frequéncia de os-
cilagdo é wq = wny/1— &2, denominada de frequéncia natural amorte-
cida.

Para encontramos o instante de pico t,, e o valor de pico yp = y(tp),
resolvemos a equagado y(t) = 0, encontrando

__m T YY) ey

t, = -, -
P wny1—§82 wa P Y(oo)

onde M, é o sobressinal (mdximo) relativo. Logo,

(In Mp)2 T

yloo) w. —

K — U(OO), M, = Yp

A

y(oo) (InMyp)2 +7m2" 0 T —g2

O instante de tempo t5(5%) em que y(t) entra na faixa de +5% de
y(oo) e la permanece para todo tempo futuro, é denominado de tempo de
acomodagio de 5%. Temos que

3
%) < ——
ts(5%) < g

ts(5%) e My, independem da amplitude A da entrada do tipo grau!
E quanto menor o amortecimento 0 < & < 1, maior M,,!
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‘‘‘‘‘‘

Figura 4.22: Resposta de um sistema de segunda ordem sub-amortecido (sem
zeros) ao degrau.

4.12.4 Simulagdo de Sistemas de Primeira e de Sequnda Ordem

1. Considere

05
25+ 1

G(s)

com x(t) = 1. Determine analiticamente T, K, y(o0), ts(5%). Ver-
ifique os célculos por simulagdo no Matlab. Note que a resposta
ndo apresenta sobressinal nem oscilagdo. Isto era esperado? Jus-

tifique.
2. Simule
0.5
Gls) =2

com x(t) = 1. Por qual razdo ndo temos que y(oo) = G(0)?
3. Considere

B 4
-~ s+10

G(s)

com x(t) = 3. Coloque G(s) na forma padrdo e determine analiti-
camente T, K, y(oo), t5(5%). Verifique os calculos por simula¢do
no Matlab.

4. Considere

6.4

Gl)= T 36285 116

com x(t) = 5. Determine analiticamente K, y(oo), §, wn, My,
e classifique o sistema. Verifique os calculos por simulacdo no
Matlab. Note que a resposta apresenta sobressinal e oscilagao.
Isto era esperado? Justifique. Observe que t;(5%) < 3/(&wn).
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5. Repita o item anterior para

6.4

Gls) = 715525 116

6. Considere

05 05
(s+2)(s+25) s2+45s5+5

G(s) =

com x(t) = 10. Determine analiticamente K, y(oo), &, wn, €
classifique o sistema. Verifique os calculos por simula¢do no
Matlab. Note que a resposta ndo apresenta sobressinal nem
oscilacdo. Isto era esperado? Justifique. Observe o ponto de
inflexdo na resposta.

4.12.5 Influéncia de Pélos e Zeros na Resposta

Considere um sistema LCIT com funcdo de transferéncia

Yis) _ G(s) P(s)

X(s) Q(s)
Relembre que G(s) é (BIBO) estidvel quando todos os pdlos estdo no SPE.
Dizemos que G(s) é de fase ndo-minima quando ha pdlos ou zeros no
SPD. Quando todos os pdlos e zeros estdo no SPE, dizemos que G(s) é
de fase minima.
Suponha que G(s) é (BIBO) estavel. Em geral, para entradas x(t) do
tipo degrau, temos:

* A componente da resposta dindmica referente a um pélo afas-
tado da origem (do plano s) é relativamente rapida.

* A componente da resposta dindmica referente a um p6élo préx-
imo da origem é relativamente lenta.

¢ Um zero tende a fazer com que a resposta dindmica apresente
sobressinal. Quanto mais préximo da origem estiver o zero,
maior o sobressinal. E, quanto mais longe da origem, menor se
torna o sobressinal, podendo o mesmo ndo existir. Assim, um
sistema de segunda ordem com poélos reais e um zero podera
apresentar sobressinal dependendo da posicionamento do zero
no plano s.

¢ Um zero bem préximo de um pdlo tende a anular os efeitos dos
mesmos na resposta dindmica.

254



4.12 RESPOSTA DE SISTEMAS DE PRIMEIRA E DE SEGUNDA ORDEM 255

4.12.6  Simulagoes

1. Considere o sistema de primeira ordem

1

G =
(s) Ts+ 1

onde T =1, T = 0.5. Para cada valor de T, determine o pdlo e sua
posi¢do no plano s (use os comandos zpk e pzmap no Matlab), e
conclua sobre a estabilidade e a rapidez da resposta do sistema.
Simule para uma entrada do tipo degrau unitério.

2. Considere o sistema de segunda ordem

16 16
(s+1)(s+2) s243s+2

G(s) =

Determine os pélos e suas posi¢des no plano s, e simule para
uma entrada do tipo degrau unitdrio. Note que ndo hd sobressi-
nal. Tal resultado era esperado? Justifique.

Agora, adicionando um zero, temos

16(ps+1)  1.6(ps+1)
(s+1)(s+2) s2+3s+2

Gz(s) =

onde f =01, =06,$p=099, 3 =12, =23 =10. Para
cada valor de {3, determine os poélos e zeros, suas posi¢des no
plano s, e simule para uma entrada do tipo degrau unitério.
Analise e compare os resultados. Note que, dependendo da
posicdo do zero, o sobressinal serd maior ou menor, podendo
também ndo estar presente.

3. Considere o sistema de segunda ordem

0.9

Gls) = 27577

Determine os pélos e suas posi¢des no plano s, e simule para
uma entrada do tipo degrau unitdrio. Note que hé sobressinal.
Tal resultado era esperado? Justifique. Agora, adicionando um
zero, temos

0.9(Bs+1)
6= = et

onde B =0.05, 3 =0.5, 3 =1, 3 = 2.5. Para cada valor de 3,
determine os po6los e o zero, suas posi¢des no plano s, e simule
para uma entrada do tipo degrau unitario. Analise e compare os
resultados.
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4. Considere o sistema de segunda ordem de fase ndo-minima

. —PBs+1
8243542

onde 3 =0.01,3 =0.1, 3 =1, p = 10. Para cada valor de f3,
determine os polos e o zero, suas posi¢des no plano s, e simule
para uma entrada do tipo degrau unitario. Note que a reposta é
negativa nos instantes iniciais quando 3 é grande o suficiente.
Justificaremos tal comportamento no que se segue. Escrevemos

G(s)

Gi(s) G2(s)=PsG1(s)
Y(s) Gls) = —Bs+1 1 B Bs
X(s) 0 s243s4+2  s243s+2  s243s+2
Assim,
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Y(s) = Gi(s)X(s) = BsG1(s)X(s) <= y(t) = y1(t) —y2(t) =y1(t) - Bys (1)

Yi(s) Y2(s)=PRsY1i(s)

Verifique a validade da equagdo acima no Simulink para uma
entrada do tipo degrau unitdrio. Analise o motivo da resposta ser
negativa nos instantes iniciais quando 3 é grande o suficiente.

4.12.7 Pélos Dominantes

O conceito de domindncia desempenha um papel fundamental na
andlise e controle de sistemas LCIT. Seja G(s) uma funcdo de transfer-
éncia, e sq um polo real ou um par de pélos complexos conjugados
de G(s) no SPE. Dizemos que sq4 é dominante quando:

1. Pblos e zeros a direita de s4, ou a esquerda e préximos de sg,
sempre ocorrem aos pares e, além disso, cada zero estd muito
préoximo do pélo do par correspondente. Isto significa que o
zero praticamente anula o efeito do p6lo na resposta dinamica,
e vice-versa (o podlo anula o efeito do zero).

2. Os demais polos e zeros estdo a esquerda de s4 e afastados.

Desse modo, se G(s) tem um pdlo real dominante, entdo a resposta
dindmica de G(s) terd caracteristicas muito prdximas as de um sistema
de primeira ordem. E, se G(s) tem um par de pélos complexos conjugados
dominante, entdo a resposta dindmica terd caracteristicas muito préximas
as de um sistema de sequnda ordem subamortecido.

Exemplos no Matlab:
1. Temos que

0.8

G(s) = 53 Ty0.05s £1)
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se comporta como o sistema de primeira ordem F(s) = 0.8/(s +
1), pois o polo real sq4 = —1 é dominante.

Verificagdo: utilizar o comando pzmap no Matlab e simular!

2. Temos que

0.8(0.99s + 1)

G(s) = (s2+s+1)(s+1)(0.1s+1)

se comporta como o sistema de segunda ordem subamortecido
F(s) = 0.8/(s* + s+ 1), pois os p6los complexos conjugados
sq = —0.5£j0.87 sdo dominantes.

Verificagdo: utilizar o comando pzmap no Matlab e simular!

4.13 CONTROLE DE SISTEMAS EM MALHA-FECHADA

Motivagdo: (no quadro)

Considere o diagrama de blocos de um sistema em malha-fechada
modelado por G(s), onde 7(t) é a referéncia, w(t) é uma perturbagao
(externa), y(t) é a saida, e(t) = r(t) —y(t) é o erro de rastreamento,
x(t) é o controle, e C(s) = X(s)/E(s) é o controlador a ser projetado.

Figura 4.23: Diagrama de blocos do sistema G(s) em malha-fechada com
perturbacdo w(t).

Projetar um controlador significa definir uma estrutura para

e entdo escolher adequadamente os parametros correspondentes de
modo que o sistema em malha-fechada atenda a determinadas especi-
ficagdes de regime transitério (tempo de acomodagdo e sobressinal, por
exemplo) e de regime permanente (erro nulo em regime permanente
para referéncias e perturbagdes do tipo degrau, por exemplo).

4.13.1  Controladores Cldssicos

Na prética, as seguintes estruturas de controladores sio amplamente
utilizadas, onde K. > 0:

* Proporcional (P): | C(s) = E(s)/X(s) = K| = x[t) = Kce(t)
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t

e Integral (I): C(s) =E(s)/X(s) = % = x(t) = KCJ e(t)dr
0

e Proporcional-Integral (PI) =P + I C(s) =K + % = KC(SS—FZ)

E importante ressaltar que, na prética, devemos sempre procurar
utilizar controladores com a estrutura mais simples possivel. Isto
implica em menos dificuldades na implementagdo e em menores
custos.

4.13.2  Meétodo Algébrico de Projeto de Controladores

Considerando que w = 0 (sem perturbagio), temos que a fungdo de
transferéncia em malha-fechada é

Fay(s) = Y1) __Cl8)G(s) Ne(s)N(s) (w = 0)
RYBI ™ R(s) ~ T+C(s)G(s) De(s)D(s)+ Ne(s)N(s) -
=Pmr(s)
Denominamos

Pmr(s) = De(s)D(s) +Ne(s)N(s)
de polindmio caracteristico de malha-fechada, e
PmE(s) = De(s)D(s) + Ne(s)N(s) =0

de equagdo caracteristica de malha-fechada. Note que as raizes de Pmr(s) =
0 coincidem com os pélos de Fry(s).

Uma maneira de projetarmos o controlador é primeiramente escol-
hermos a estrutura de C(s) de modo que as especificagdes de regime
permanente sejam atendidas e que Fry(s) seja uma fungdo de trans-
feréncia estdvel de primeira ou de segunda ordem. Note que a ordem
de Fry(s) é igual a ordem de C(s)G(s). Em muitos casos, isto pode ser
alcancado através de um cancelamento entre um zero de C(s) e um
polo de G(s). Em seguida, os parametros de C(s) sdo determinados
por igualdade polinomial.

Fry(s) sempre devera ser estdvel!
No entanto, tal método algébrico apresenta algumas restri¢oes:
* Em geral, o método é valido para G(s) de 1% ou 2¢ ordem.

¢ Cancelamentos pélo-zero em C(s)G(s) que estdo no SPD (in-
stavel) ndo podem ser efetuados.

* Mesmo quando fazemos um cancelamento pdlo-zero em C(s)G(s)
que estd no SPE (estdvel), temos que o regime transitério ref-
erente a perturbacdo w(t) sera influenciado pelo pélo de G(s)
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que foi cancelado. Desse modo, se o pdlo cancelado de G(s) é
muito lento, ou seja, estd muito préximo do eixo imagindrio, a
dinamica da rejeicdo de tais perturbacdes também sera bastante
lenta. Na disciplina Sistemas Realimentados, serdo estudadas técni-
cas de projeto de controladores em que néo se faz cancelamentos
polo-zero.

* Quando desejamos que Fry(s) seja de segunda ordem, muitas
vezes ndo conseguimos atender simultaneamente as especifi-
cagdes de tempo de acomodagao (ts(5%)) e de sobressinal (M,,).

4.13.3 Erro em Regime Permanente

Analisaremos agora o erro de rastreamento e(t) = r(t) —y(t) em
regime permanente (t — oo) para referéncias e perturbagdes do tipo
degrau. Temos que

G
=t =1 cmes R T rcmem v
 D.s)D(s) De (s)N(s)
= B = 56D (s) + Ne(sING) ) T Do (s1D(s) + Ne(s)NGs) V)
=Pmr(s) =Pme(s)

Considere que r(t) e w(t) sdo do tipo degrau de magnitudes A e
B, respectivamente. Assim, R(s) = A/s, W(s) = B/s. Suponha que
Fry(s) é estdvel, ou seja, todas as raizes do polindmio caracteristico de
malha-fechada

PmE(s) = Dc(s)D(s) + Nc(s)N(s)

estdo no SPE. Isto garante que o Teorema do Valor Final pode ser apli-
cado em E(s) para se analisar o erro em regime permanente e(oo).

Erro em Reg. Perm. para um Controlador Proporcional (P)

Suponha que D(0) # 0, ou seja, G(s) ndo tem p6los em s = 0. Para
C(s) = K¢, temos que

D(s) A N(s) B

) = B+ KeNS) s~ DIs) + KeN(S) s

e (Teorema do Valor Final)

D(s) A N(s) B)

e(00) = sli—rf(l)SE(s) = Sll_rf(l) (’gD(s)—kKCN(s)ﬁ’_gD(s)"‘W’g
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AD(s) BN(s)
~ 50| D(s) + KcN(s) ~ D(s) + KeN(s)
=Pmr(s) =Pmr(s)
B AD(0) BN(0) B A BG(0)
D(0) +K:N(0)  D(0) +KeN(0) 1+K.G(0) T1+K:G(0)
—Pame(0) —Pamr(0)

pois como Ppp(0) = D(0) + K (0)N(0) # O (Fry(s) é estavel) e D(0) #
0, ndo ha divisdo por zero no limite! Portanto, desde que Fry(s) é estdvel,
temos

lim e(oco0) =01
Ke—o0

Erro em Reg. Perm. para um Controlador Integral (I)

Suponha que D¢(s) = sD¢(s), ou seja, C(s) tem um p6lo em s =0
(integrador). Temos que

B MDcleDl) A DelsN(s) B
Dc(s)D(s) +Nc(s)N(s) £ Dc(s)D(s) +Nc(s)N(s) g
~ A Dc(s)D(s) —B Dc(s)N(s)
~ Dc(s)D(s) + N¢(s)N(s)

e (Teorema do Valor Final)

A D¢ (s)D(s) — B Dc(s)N(s)

e(oo) = lim sE(s) = lim s

s—0 s—0  D¢(s)D(s)+ N¢(s)N(s)
=Pmr(s)
 lim 0-[AD(0)D(0) —B D¢(0)N(0)] _@ (4.1)
T DLO)D0)+NL(ON(0) & 4

=Pme(0)

pois como Ppmr(0) = Dc(0)D(0) + N¢(0)N(0) # 0 (Fry(s) € estavel),
ndo hd divisdo por zero! Desse modo, e(oco) = 0 independente das
magnitudes A e B de r(t) e w(t), respectivamente.
Portanto, desde que Fry(s) é estdvel, temos que, em regime permanente,
a saida y(t) rastreia a referéncia v(t) com rejeicdo da perturbagio w(t).
Observe que o principio utilizado foi: o pélo do controlador cancela o
polo da referéncia e da perturbagdo.

Fungéo de Transferéncia Fry(s)

* Fry(s) de primeira ordem

1

Frv(s) = Ts+1
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onde T > 0 (pdlo estdvel em s = —1/71). Para referéncias r(t) do
tipo degrau, ndo ha sobressinal (nem oscilagdo) em y(t) e

ts(5%) = 37, e(c0) = o\

* Fry(s) de segunda ordem

wg

Fry(s) =
Ry(s) s2 4+ 28wns + wd

onde 0 < & < 1T e wyn > 0 (pdlos estaveis em s = —&wn £
jv/ 1 — &?). Para referéncias r(t) do tipo degrau, temos que

~yp—yloo) . (InM,)? . 3
Mp - y(OO) 7 E»_ (lnMp)2+7T2, tS(S/O) g Ewnl

e(oo) =0

Exemplo

Considere um sistema modelado por

0.5

Gls) = 105 17

e Primeiramente, analisaremos o erro de rastreamento

em regime permanente (t — oo) para referéncias e perturbagdes
do tipo degrau, considerando um controlador proporcional, ou seja,
C(s) = K¢ > 0. Assumindo que w = 0 (sem perturbagio), temos que a
fungdo de transferéncia em malha-fechada é

0.5K.
Fey(s) = Y(s) _ C(s)G(s) _  10s+1 _ 0.5K
R(s) 1+ C(s)G(s) 0.5K¢ 10s + (1 +0.5K.)
10s +1

=Pmr(s)

Desse modo, a equagdo caracteristica de malha-fechada é
PMF(S) =10s + (1 —I—O.SKC) =0

Note que a raiz de Pymr(s) = 10s + (14 0.5K.) = 0 coincide com o
polo de Fry(s). E facil ver que tal raiz é dada por

1+05K.

10 € SPE

S =

Assim, Fry(s) é (BIBO) estavel para qualquer valor de K. > 0.
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Temos que

E(s) =R(s) = Y(s) = R(s) = [C(s)G(s)E(s) + G(s)W(s)]

B 1 _ G(s)
= ) =1 cmes R T rcmem v
0.5
= E(s) = ;O‘SR(S) _ 105——’_01'5W(s)
T Keq0s 17 T+ Keq0s 17
e 0551 oo 05 Wil

T 10s+ (1+05Ke) 7 10s + (1 +0.5Ke)

=Pmr(s) =PmE(s)

Considere que r(t) e w(t) sdo do tipo degrau de magnitudes A e B,
respectivamente. Assim,

R(s) =A/s, W(s) =B/s

SE(s) = 4 10s + 1 A 0.5 B
P\ 10s+ (1+05K.) £ 10s+ (1+0.5K)

1 1 .

SE(s) 0s + 0.5

“ M 70s+ (11 05K.)  10s+ (1 +0.5K)

=Pmr(s) =Pmr(s)

Note que, como Fry(s) é estavel para qualquer K. > 0, concluimos
que o polo de sE(s) estd no SPE para todo K. > 0. Portanto, Teorema
do Valor Final pode ser aplicado em E(s) para se analisar o erro em
regime permanente e(oo). Temos que (TVF)

e(co) = lim sE(s) = lim 10s +1 — 05
550 ~s=0 | 10s+ (1 +0.5K,) 10s + (1 +0.5K,)
=Pmr(s) =Pmr(s)
A(10-0+1) 0.5B A 0.5B

Pmr(0) Pmr(0)  |T+05K. 140.5Kc

pois ndo hé divisdo por zero ja que Ppmr(0) = 1+ 0.5K¢ # 0. De fato,
se Ppmr(0) = 0, entdo Fry(s) teria um pélo em s = 0 (instavel). Em
particular,

lim e(oo) =0
Ke—00

e Agora, vamos projetar um controlador C(s) de modo que as
seguintes especificagdes sejam atendidas em malha-fechada:

1. erro nulo em regime permanente para r(t) e w(t) do tipo degrau
(regime permanente)
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2. tMF(5%) = tMA(5%) /2 (regime transitério)

3. a saida y(t) ndo apresenta sobressinal para referéncias do tipo
degrau (regime transitério)

Para que a especificagdo 3 seja atendida, Fry(s) deve ser de primeira
ordem. Como a realimentagdo é unitdria, temos que a ordem de Fry(s)
é igual a ordem de C(s)G(s). Escolhendo-se um controlador PI da
forma

Ke(10s+1)
s

C(s) =

resulta em

Cls)G(s) = Kﬂ?ﬁgﬁin —

Note que o zero do controlador cancela o pélo de G(s).
Mostraremos na sequéncia que o pélo em s = 0 (integrador) de
C(s) garante que a especificagdo 1 seja atendida. Em seguida, deter-
minaremos o valor do ganho K. > 0 de modo que a especificagdo 2
seja satisfeita.
A fungao de transferéncia em malha-fechada é

(primeira ordem).

0.5K.
Y(s) C(s)G(s) S 0.5K,
= = = (w=0)
R(s) 1+ C(s)G(s) 14 0.5Ke  s+0.5K,
s '

Fry(s) =
=Pmr(s)

Desse modo, a equagdo caracteristica de malha-fechada é
PMF(S) =s+ 05K, =0

Relembre que a raiz de Pmr(s) = s + 0.5K, = 0 coincide com o pélo
de Fry(s). E facil ver que tal raiz é dada por

s = —0.5K. € SPE

Assim, Fry(s) é (BIBO) estavel para qualquer valor de K. > 0.
Temos que

E(s) =R(s) —Y(s) = R(s) — [C(s)G(s)E(s) + G(s)W(s)]
B 1 G(s)
=t = ewes R T T cmem v
0.5
= E(s) = (;SK R(s) msbgll Wis)
14 =€ 14 ==
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S 0.5s
E(s) = — > R(s)— W
= B = s R T s T s roskg V)
~—_———— ~—_——
=Pmr(s) =Pmr(s)

Considere que 7(t) e w(t) sdo do tipo degrau de magnitudes A e B,
respectivamente. Assim,

R(s) =A/s, W(s) =B/s

E(s) = g A 0.5¢ B
~ s+05Ke £ (10s+1) (s +0.5K.)
:PMF(S) :PMF(S)
1 1)A —0.5B
E(s) = (10s+1)A —0.5

(10s+ 1) (s +0.5K,)
—_——
=PmE(s)

Observe que o pélo do controlador cancelou o pélo da referéncia e da per-
turbagio. Note ainda que, como Fry(s) é estdvel para qualquer K. > 0,
concluimos que os dois pélos de sE(s) estdo no SPE para todo K. > 0.
Portanto, Teorema do Valor Final pode ser aplicado em E(s) para se
analisar o erro em regime permanente e(oo). Temos que (TVF)

e(oo) = lim sE(s) = lim s[(10s +1)A — 0.5B]
T e 520 (10s+1) (s +0.5K)
Y

=Pmr(s)

~ 0[(10-0+1)A —0.5B] _[q]

(10-04+1) (0+0.5K,)
—_——
=Pmr(0)

pois ndo ha divisao por zero ja que Pypr(0) = 0.5K¢ # 0. De fato, se
Pamr(0) =0, entdo Fry(s) teria um pdlo em s = 0 (instavel). Portanto,
como Fry(s) é estdvel para todo K. > 0, temos que, em regime permanente,
a saida y(t) rastreia a referéncia v(t) com rejeicdo da perturbagio w(t).

Ressaltamos que o principio utilizado foi: o pélo do controlador cancela
o pdlo da referéncia e da perturbagio.

Resta-nos agora encontrar o valor de K. > 0 de modo que a especi-
ficacdo 2 seja atendida. Para isto, observe que

Tma =10 . tMA(5%) = 3tma = 30
Portanto,

tMF(5%) = tMA(5%)/2 =15 . t\mr = tMF(5%)/3 =5
Logo,

_05Ke 11T
_S—|—0.5KC_ 1 _TMFS—|—1_5S+]
1

05K T

Fry(s)
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Por igualdade polinomial, obtemos que

1

05K,

Por fim, o

5 .. Ke=04

controlador PI projetado foi

C(s)

0.4(10s +1)
S

4.13.4 Simulagoes

1. Considere o modelo do exemplo anterior, ou seja,

a)

b)

d)

0.5

Gls) =105 17

Simule G(s) em malha-aberta para x(t) = 1 do tipo degrau.
Conforme o esperado, observe que t5(5%) = 30 e y(oo0) =
G(0) = 0.5. Agora, aplique uma perturbagao w(t) = 0.25
do tipo degrau em t = 100. Note que a perturbagdo nao é
rejeitada.

Utilize um Controlador Proporcional C(s) =K. e r(t) =1
do tipo degrau. Analise a dinamica da saida y(t) para os
valores de ganho K, = 2, K. = 6, K. = 100, K. = 1000.
O que acontece com a dindmica de y(t) e com o erro em
regime permanente e(oo) a medida que aumentamos o
valor do ganho K.? Tal resultado era esperado? Justifique
sua resposta. Podemos entdo sempre escolher K. = oo para
que e(oo) = 0? Justifique sua resposta. Dica: visualize y(t)
e o sinal de controle x(t).

Projete C(s) de modo que se tenha: (i) erro nulo em regime
permanente para 7(t) e w(t) do tipo degrau; (ii) tM"(5%) =
tMA(5%)/2; e que (iii) a saida y(t) ndo apresente sobressi-
nal para referéncias do tipo degrau. Dica: utilize C(s) =
Kc(10s + 1) /s (PI) com cancelamento pdlo-zero.

Simule o sistema em malha-fechada para r(t) =1 e w(t) =
0.25 do tipo degrau, aplicando w(t) em t = 100. Veri-
fique se os requisitos de desempenho foram realmente
atendidos e visualize o sinal de controle x(t). Note que
x(00) =1/G(0) —0.25 = 1.75. Isto era esperado? Justifique.

Mantendo o mesmo controlador C(s), repita o item anterior
para G(s) = 0.45/(9.9s + 1). Explique o motivo pelo qual
ainda temos que e(oco) = 0.

265



4.14 DIAGRAMAS DE BODE 266

2. Considere

1.2 1.2

O = 3 T N3

a) Simule G(s) em malha-aberta para x(t) = 3 do tipo degrau
e analise os resultados. Note que a saida y(t) ndo apresenta
sobressinal. Isto era esperado? Justifique.

b) Considere o controlador integral C(s) = K./s e r(t) = 3
do tipo degrau. Analise a dinamica de y(t) em malha-
fechada para os valores de ganho K. = 0.5, K. = 1.5, K. =
5 K¢ = 10, Ko = 20. O que acontece com a saida y(t)
a medida que aumentamos o valor do ganho K.? Note
que, quando e(oco) = 0, temos que x(co) = 3/G(0). Isto
era esperado? Justifique. Explique o motivo pelo qual ndo
temos e(oco) = 0 para K. = 20. Assim, dado um sistema
G(s), basta colocarmos um controlador integral em série
para que se tenha e(co) = 0 em malha-fechada? Justifique
sua resposta.

4.14 DIAGRAMAS DE BODE

Considere a fung¢éo de transferéncia

P(s)
Q(s)
onde grau(P(s)) < grau(Q(s)), P(s) e Q(s) ndo possuem raizes em comum,

e H(s) é (BIBO) estdvel, ou seja, todos os polos estdo no SPE.
Relembre que, se aplicarmos uma entrada senoidal causal

H(s) =

x(t) = A cos(wt + 0)u(t)

entdo a resposta em regime permanente é dada por

def. de fase
lim y(t) =yss(t) = A|[H(jw)|cos(wt+ 6 + ZH(jw))
—— —_————

t—o0
amplitude fase (em rad)

Relembre também que: H(jw) é a resposta em frequéncia de H(s), o
grafico w x [H(jw)| é a resposta de amplitude, e o grafico w x ZH(jw) é
a resposta de fase, com w € [0, 00).

Agora, suponha que H(s) possui todos os pélos no SPE, com excegdo
de um unico pélo em s = 0. Se repetirmos o raciocinio utilizado na
Secdo 7.9, encontramos que a resposta em regime permanente para a
entrada senoidal causal

x(t) = Acos(wt+0)u(t), w#0
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é dada por

def. de fase
—

lim y(t) =yss(t) = K(w) + A|HGw)|cos(wt + 0 + ZH(jw))
t—o0 — —_——
amplitude fase (em rad)

onde K(w) é uma constante real (componente CC) que depende da
frequéncia w # 0 da entrada x(t). Do mesmo modo, denominamos
H(jw) de resposta em frequéncia de H(s), o grafico w x [H(jw)| é a
resposta de amplitude, e o grafico w x ZH(jw) é a resposta de fase, com
w € (0,00).

Para o sistema integrador ideal

temos que H(s) = 1/s, e a resposta em frequéncia é H(jw) = 1/(jw) =
—j/w.

Dada uma funcdo de transferéncia H(s) qualquer (estédvel ou
ndo), sempre podemos obter os graficos w x [H(jw)| e w x ZH(jw).
No entanto, a resposta em frequéncia H(jw), a qual determina a resposta
em regime permanente Yss(t), s6 é definida quando: (i) H(s) é estdvel; ou
(ii) todos os podlos de H(s) estdo no SPE, com excegdo de tinico pélo
em s = 0. Quando H(s) ndo se enquadra nestas duas situagdes, H(jw)
ndo possui significado fisico e, por isso, a resposta em frequéncia ndo é
definida!

Relembre que uma fungéo de transferéncia H(s) é de fase nao-minima
quando hd poélos ou zeros no SPD. Quando todos os pélos e zeros estdo
no SPE, dizemos que H(s) é de fase minima.

Veremos agora como esbogar os graficos w x [H(jw)| e w x ZH(jw)
de uma fungdo de transferéncia H(s) qualquer (estavel, instavel, fase-
minima, fase ndo-minima). Para facilitar o esboco, utilizaremos escalas
logaritmicas para a amplitude e para w. Neste caso, tais graficos sdo
denominados de diagramas de Bode.

Exemplo | Considere a func¢do de transferéncia sem poélos ou zeros
no SPD

S S
—+1 —+1
H(s) = K(s+aj)(s+az)  Kajaz <a1 " ) (az+ )
~s(s+by)(s?+bas+b3)  bibs (s )
S|l —+1 ) (—+—s+1
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onde as raizes de s + bzs + b3 sdo complexas conjugadas. Assim,

<J 1> <J 1>
H(jw) Kajas aj ar
bibs . jw (jw)2 b, .

Pela propriedade do angulo do produto de ntimeros complexos, obte-
mos que

/H(jw) = £ <Ka‘a2> +/ <jw+1> +/ (jw+1>
1

b1bs a az

) jw (jw)? b,
-/ -l —+1)—-Z —= 1
(jw) (b1 + ) ( bs +b3]w+

Agora, definimos (dB = decibel)
H(jw)lag = 20log;, [H{jw)
Por exemplo:
0dB <+« 1, —3.01dB < 0.7071 =+2/2, —o00 dB < 0

Como log(xy) = log(x) +log(y) e log(x/y) = log(x) —log(y), temos
que
jw

Kajaz jw

H(jw)las = ‘ + =41 4|2+
bibs |gp @1 ap @2 B
) jw (jw)? by,
—fwlgg — 2241 — + 22w+ 1
JWigp b . b3 b31 5

Concluimos entdo que os diagramas de Bode w x ZH(w) (fase) e
w x [H(w)|as (amplitude) de toda fun¢do de transferéncia H(s) sem
polos ou zeros no SPD podem sempre ser obtidos a partir da soma dos
diagramas de Bode de 4 tipos de termos bdsicos: um termo constante
C, p6los ou zeros na origem jw, pélos ou zeros de primeira ordem
(jw/a+ 1), e pblos ou zeros complexos conjugados de segunda ordem
(Gw/wn)? +2jEw/wn +1). Na sequéncia, analisaremos cada um dos
4 termos bdsicos separadamente.

o Constante C: Z/C=0°se C>0e ZC =—-180°se C < 0; |Clgg =
201og|C|

¢ Polo (linha cheia) ou zero (linha tracejada) na origem (jw)

¢ Po6lo (linha cheia) ou zero (linha tracejada) de primeira ordem em
s=—a<0(w/a+1,a>0éa frequéncia de corte)

Existem 2 assintotas de amplitude: uma é delas é uma linha hori-
zontal que passa por 0 dB e termina em w = q, e a outra comega
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0,01 0,05 0,1 0,5 w=1 5 10 50 100

u=-2) (u = 1) (u=0) (u=1 (u=2

(b)

Figura 4.24: Diagrama de Bode de (a) amplitude e (b) fase. Note que o
diagrama de amplitude é uma reta passando por 0 dB em w =1
(pois w =1 = |xjwlgg = 20log1 = 0 dB), e com inclinagdo
de —20 dB/década para um pélo e de +20 dB/década para um
zero. Para a fase, temos que £ £ jw = £90°.

em w = a e tem inclinagdo de —20 dB/década para um pdlo
e de +20 dB/década para um zero. A diferenca méxima entre
o valor exato e o valor das assintotas ocorre em w = a e é de
aproximadamente F3 dB. Observe que w = a = [jw/a + 1|gqp =
20log V2 =3 dB.

Ha 3 assintotas de fase: a primeira é uma linha horizontal que
passa por 0° e termina em w = a/10; a segunda comeca em
w = a/10 com 0° (uma década abaixo de w = a) e termina
em w = 10a com F90° (uma década acima de w = a), e tem
inclinagdo de —45°/década para um poélo e de +45°/década
para um zero; a terceira é uma linha horizontal que passa por
F90° e comega em w = 10a. O valor exato e o valor da assintota
sdo iguais a +45° em w = a, e a fase nunca ultrapassa F90°.
Observe que w = a = Z(jw/a+ 1) =45°.

¢ Po6los complexos conjugados de segunda ordem (subamortecido)

$2 4+ 28wns + w2 ((w/wn)? +2jEw+1,0 < £ <1, wn éa
frequeéncia de corte)
Existem 2 assintotas de amplitude: uma é delas é uma linha hor-

izontal que passa por 0 dB e termina em w = wn, e a outra
comeca em w = wy e tem inclinagdo de —40 dB/década. As
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Paras +t @ ® ¢

6 Assfntota 1dB
Assintotas

-6

0,01a 0,la

Paras + a

Assintota

Assintota

sz

—Assintota

90° = {
0,0la 0,1a w=a 10a 100a
(by

diferencas entre os valores exatos e os valores das assintotas
dependem do amortecimento &, e pode haver ressondncia.

Ha4 2 assintotas de fase horizontais: uma passando por 0° antes de
W = Wn, e outra passando por —180° apdés w = wy. O valor
exato é igual a —90° em w = wn. As diferengas entre os valores
exatos e os valores das assintotas dependem do amortecimento
&. Observe que a fase nunca ultrapassa —180°.

Se & > 1, teremos 2 pdlos reais. Neste caso, seguimos o esbogo
dos diagramas de Bode para pélos de primeira ordem.

Para se obter os diagramas de Bode para zeros complexos conjuga-
dos de segunda ordem com 0 < & < 1, basta refletir os diagramas
de Bode de pdlos complexos conjugados em relagdo ao eixo
horizontal.
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20
=0,
5

10 =
Assintota

Assintota

10 057
0,707
(|

20 log |H| (dB)

20

30

40
0,lw, 0,20, 0,50, o, 20, 5w, 10w,

(a)

<~ Assintota
ety ag]
ERVHE 0.2
A e e w04
’ |- r
—60 007 T

90°

1se

120

150°

Assintota <t——
180° = ———
0.1, 0,2, 0,50, o, 2w, 50, 10w,

Considere a fung¢éo de transferéncia

20s(s + 100)
H(s) = —— = =2
8= s D(s 110
Temos zeros em s = 0 (origem) e s = —100, e pélos em s = —2 e
s =—10. Logo, s = —2, s = —10 e s = —100 sdo as frequéncia de corte

dos termos de primeira ordem. Rescrevendo H(s) como

Loy 20100 s (14 75) 100 (14 100)
B (T B (T
obtemos que o termo constante é 100. Com estes dados, tracamos as

assintotas dos diagramas de Bode de amplitude e de fase. Por fim,
obtemos um esbo¢o. No Matlab, o comando é bode(H).

Como H(s) é estavel, os diagramas de Bode de H(s) correspon-
dem a resposta em frequéncia H(jw)!

Quando ha poélos ou zeros de primeira ou segunda ordem no SPD
(sistema de fase ndo-minima), o diagrama de amplitude permanece igual
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¢ Grafico|assintGtico

Grafico exato

10, 20 100 400 1000

0
[

0 log |H| (dB)

30

2

[
[

100 400 1000

Fase

o >
R

Grafico assintético

90°

ao de poélos ou zeros no SPE, mas o diagrama de fase é refletido em
relagdo ao eixo horizontal.

A resposta em frequéncia e a resposta em regime permanente
s0 estdo definidas quando H(s) possui todos os pélos no SPE, exceto
por um possivel pélo simples (sem multiplicidade) em s = 0. Se isto
ndo for atendido, ndo hd nenhum impedimento para que possamos es-
bogar os diagramas de Bode de H(s). No entanto, ndo haverd nenhuma
relacdo com a resposta em frequéncia!

Quando H(s) é de fase minima, existe uma relagdo iinica entre
os diagramas de amplitude e de fase. Isto significa que o diagrama de
fase pode ser obtido a partir do diagrama de amplitude, e vice-versa.

Suponha que temos um sistema fisico cuja fun¢do de transfer-
éncia H(s) tem todos os pdlos no SPE ou que, exceto por tnico pélo
em s = 0, os demais poélos estdo no SPE. Neste caso, a resposta em
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frequéncia esta definida e podemos identificar H(s) experimentalmente.
Para isto, aplicamos diversas entradas senoidais causais da forma

x(t) = cos(wt)u(t)

para varios valores de frequéncia w € (0,00) de modo a obtermos um
esbogo dos diagramas de Bode de amplitude e de fase. Quando os
polos e zeros de H(s) estdo relativamente distantes, podemos identi-
ficar os pardmetros de H(s) através das propriedades graficas vistas
acima (caso os polos e zeros estejam relativamente proximos, devemos
utilizar algoritmos computacionais de identificacdo). Note que, pela
Obs 2 acima, se o sistema for de fase minima, entdo basta levantarmos
o diagrama de amplitude experimentalmente.
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4.15 EXERCICIOS DE IDENTIFICAGCAO (LISTA 4B)

Exercicio de Identificagdo 1

Bode Diagram
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-135

| | | |

-180=

10

2

10 10° 10' 10
Frequency (rad/s)

1. H4 zeros ou podlos na origem? Qual a ordem de H(s)? Ha algum
zero em H(s)?

2. A resposta em frequéncia estd definida? Em caso afirmativo,
determine yss(t) para x(t) = 3 cos(100t)u(t).

3. Identifique H(s).
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Exercicio de Identificacdo 2

Bode Diagram
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Frequency (rad/s)

1. H4 zeros ou polos na origem? Qual a ordem de H(s)? Ha algum
zero em H(s)?

2. A resposta em frequéncia esta definida? Em caso afirmativo,
determine ys(t) para x(t) = 100 cos(0.03t)u(t).

3. Identifique H(s).
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Exercicio de Identificacdo 3

Bode Diagram
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1. H4 zeros ou polos na origem? Qual a ordem de H(s)? Ha algum

zero em H(s)?

2. A resposta em frequéncia esta definida? Em caso afirmativo,
determine ys(t) para x(t) = 2cos(10t)u(t).

3. Identifique H(s).
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Exercicio de Identificacdo 4

Bode Diagram
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1. H4 pdlos ou zeros na origem? Qual a ordem de H(s)? Ha algum
zero de H(s) com parte real negativa?

2. A resposta em frequéncia esta definida? Em caso afirmativo,
determine ys(t) para x(t) = 10 cos(1000t)u(t).

3. Identifique H(s).
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‘ Respostas dos Exercicios de Identificagdo

1. H(s) = (s+o;§)(os+50)

2 His) = +05,61()s (;Li)soo)

3- His) = W

4 H(s) = 2162 =20) _ 3162(=s+20)

(s4+0.2)(s+1000) (s+0.2)(s+ 1000)
(note que H(0) > 0 (ganho estético)!)
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